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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящая книга представляет собой расширенное изло- 
жение лекций, читанных автором в Ленинградском универ- 
ситете. Теория Фредгольма строится на основе аппроксимации 
(но без последующего предельного перехода) данного ядра 
вырожденным; такое построение, помимо его простоты, 
привлекательно еще тем, что оно очевидным образом\вязы- 
вает уравнения Фредгольма как с линейными алгебраическими 
системами, так и с более общими уравнениями, содержа- 
щими вполне непрерывные операторы. В пользу данного по- 
строения теории Фредгольма говорит и то, что оно при- 
нято в ряде книг, появившихся за последние годы; упомянем 
в этой связи вышедшие одновременно в 1947 г, „Лекции 
по интегральным уравнениям“ И. Г. Петровского, „Уравне- 
ния математической физики“ С. Л. Соболева и монографию 
автора „Приложения интегральных уравнений“, a также 
недавно вышедшую книгу Ф. Трикоми (Е. G. Tricomi, Integral 
equations, Interscience Publishers, New York, London, 1957). 

По сравнению с ранее вышедшими курсами интегральных 
уравнений настоящая книга имеет ряд особенностей. Прежде 
всего, здесь не различаются случаи конечного и бесконечного 
промежутков интегрирования. Ядро уравнения подчиняется 
условию квадратичной суммируемости по основному квад- 
рату. В некоторых случаях налагается дополнительное тре- 
бование ограниченности однократного интеграла от квадрата 
ядра; при этом условии удается доказать регулярную схо- 
димость ряда Неймана и ряда Гильберта — Шмидта, а также 
некоторые теоремы 0б ограниченности или непрерывности 
решений интегральных уравнений. Подробно исследуются 
уравнения со слабой особенностью в многомерных простран- 
ствах, что важно для многих приложений. — 

Другим новшеством является включение в книгу неболь- 
шой главы, посвященной уравнениям, содержащим вполне 
непрерывный оператор; автор называет их уравнениями
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Риса — Шаудера. Вполне непрерывный оператор в классе 
квадратично суммируемых функций определяется как опера- 
тор, который допускает разложение на сумму двух опера- 
торов — вырожденного и сколь угодно малого по норме; 
после этого теория Фредгольма почти автоматически пере- 
носится на новый вид уравнений. Как частные случаи полу- 
чаются уравнения Фредгольма с квадратично суммируемым 
ядром и уравнения со слабой особенностью; тем самым 
дается еще один способ доказательства теорем Фредгольма 
для уравнения со слабой особенностью. 

Чтобы не увеличивать объема книги, автор в гл. Ш 
рассматривает Только симметричные уравнения Фредгольма, 
оставляя в стороне симметричные интегральные уравнения, 
содержащие вполне непрерывный оператор. Впрочем, пере- 
несение основных результатов на этот случай не встречает 
особых затруднений. 

В гл. IV, посвященной приложениям, несколько больше 
внимания, чем обычно, уделяется многомерным задачам. За- 
дачи теории потенциала рассматриваются как на плоскости, 
так и в трехмерном пространстве; указывается возможность 
распространения основных результатов на многомерные про- 
странства. Задача о собственных числах и собственных 
функциях рассматривается не только для обыкновенного 
дифференциального оператора, но и для оператора Лапласа 
на плоскости; результаты исследования используются для 
обоснования метода Фурье. 

В конце книги приведено небольшое количество упраж- 
нений. Большая часть их — доказательство теорем, не во- 
шедших в основной текст. 

Автор воспользовался рядом  замечаний,. сделанных 
акад. В. И. Смирновым и доц. Г. П. Акиловым, и выра- 
жает им обоим свою глубокую благодарность. 

Доц. Е. В. Маховер предоставила в распоряжение автора 
подробные записи его лекций, чем облегчила работу над 
книгой. Автор рад выразить Е. В. Маховер свою искрен- 
нюю признательность. 

Автор будет благодарен всем лицам, которые укажут 
ему недостатки настоящей книги. 

Ленинград 
февраль 1959 г. 

| С. Михлин



КРАТКИЙ ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 

Интегральными уравнениями обычно называют уравнения, 
содержащие неизвестную функцию под знаком интеграла. 
Это определение достаточно нечеткое, поэтому вряд ли воз- 
можно строить теорию интегральных уравнений вообще — 
приходится исследовать отдельные, четко отграниченные 
классы интегральных уравнений. В последующем речь будет’ 
идти только о линейных интегральных уравнениях; более 
точные ограничения, позволяющие с необходимой четкостью 
выделить интересующий нас класс интегральных уравнений, 
будут приведены в свое время. 

Систематическое исследование интегральных уравнений 
началось только в конце ХХ в.; до этого работы по инте- 
гральным уравнениям носили случайный характер. Один из 
первых, если не первый, результат, который можно связать 
с интегральными уравнениями, это формулы обращения 
Фурье (1811) 

9=У = | e@costx at, (1) 

г (x)= yz ] 7 (6) cos tx at. (2) 

0 

Можно считать, что формула (2) дает решение интег- 
рального уравнения (1), в котором g(x) — неизвестная, 
а /(х) — данная функция. Другое интегральное уравнение 
было получено Абелем, который рассматривал такую задачу: 
материальная точка под действием силы тяжести движется 
в вертикальной плоскости (&, 1) (черт. 1) по некоторой 
кривой. Требуется определить эту кривую так, чтобы мате- 
риальная точка, начав свое движение без начальной скорости
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в точке кривой с ординатой у, достигла оси Ё за время 
t—f(y), где функция f(y) задана заранее. | 

Абсолютная величина скорости движущейся точки 

э=У22(у— 1). Обозначая через х угол наклона касатель- 
ной к оси Ё& имеем 

т = —У2 0 — эта. 
Отсюда 

dy 

V 2¢(y — па у 

Интегрируя в пределах от 0 до у и обозначая = (1), 

nh получаем интегральное уравнение 
| ' Абеля 

4 — = 

a= 

у 
)4 _ | 
= УГО). @® 

решение которого будет дано 
в 5 6. 

а Уравнение Абеля — одно из 
\ `<< § сравнительно немногих интеграль- 

ных уравнений, к которым непо- 
Черт. 1 средственно приводит. постановка 

той или иной конкретной задачи 
физики, механики и т. д. Значение интегральных уравне- 
ний в первую очередь заключается в том, что к ним могут 
быть сведены многочисленные задачи, относящиеся к диф- 
ференциальным уравнениям. 

Важным моментом в изучении линейных интегральных 
уравнений явилась работа Вольтерра (1896), в которой OH 
исследовал уравнения вида 

$(® —^ Г K(x, 8) ¢(s)ds=f (x), (4) 

где ф (x) неизвестная функция, К (x, $) и / ($) данные функции, 
Х — численный параметр, и доказал, что если K(x, $) u f(s) 
непрерывны в некотором сегменте [а, 6], то в этом сегменте 
уравнение (4) имеет при любом значении A одно и только
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одно непрерывное решение, которое можно построить по 
методу последовательных приближений. Уравнения вида (4) 
принято называть уравнениями Вольтерра. 

Более трудными для исследования оказались интеграль- 
ные уравнения вида 

b 

90 —* PK, Ne@ds=f(), adx<d, © 

которые отличаются от уравнений Вольтерра только тем, 
что переменный верхний предел интеграла х заменен по- 

стоянным пределом 2. Уравнения вида (5) теперь называют 
уравнениями Фредгольма. Необходимо, впрочем, указать, 
что задолго до Фредгольма уравнения (5) изучали еще Лиу- 
вилль и К. Нейман, которые применяли для решения этих 
уравнений метод последовательных приближений; при таком 
методе решение интегрального уравнения получается в виде 
ряда, расположенного по степеням A („ряд Неймана“). 
В общем ‘случае ряд Неймана сходится, если параметр A 

достаточно мал, но для некоторых классов уравнений Фред- 
гольма сходимость имеет место в более общих условиях. 
Так, упомянутый выше результат Вольтерра можно сфор-‘ 
мулировать следующим образом: ряд Неймана для уравне- 
ния (4) сходится при всех значениях A и, следовательно, 
представляет собой целую функцию OT A, если только ядро 
и свободный член уравнения (4) непрерывны. 

Заслуга Фредгольма состоит в том, что он исследовал 
уравнение (5), в предположении непрерывности ядра K(x, $) 
и свободного члена f(x), при всевозможных значениях ^. 
К основным результатам Фредгольма можно прийти следую- 
щим путем. Интеграл в уравнении (5) заменяется интег- 
ральной суммой; точное уравнение (5) заменяется прибли- 
женным 

Ф (x) — M2 K (x, $) 9 ($) As; = f (x); (6) 

полагая в формуле (6) x= 5S), So, ..., Syn, получаем алге- 
браическую линейную систему относительно неизвестных 

ф ($/: 

96) — > Кбь 5$ 9 (5) As;= f(s); 1=1,2,.... п. (1
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‚ Условия разрешимости системы (Г) достаточно просты. 
Именно, определитель этой системы 

Dy (^) = 

1—AK (51, 51) 45; —AK (Sy, Sq) ASg ...; AK (51, Sn) ASn 

—| — АКЛ (5, 51) 451; 1 — АК (Se, Sq) А50;...; —^К (Se, Sn) А5п 

—^К (Siny 51) 54; — ~ AK (Sn, 52) Ase; . .1- — AK (Sn, Sn) ASn 

есть полином относительно Х; если A отлично. от корней 
этого’ полинома, то система (7) разрешима. Решив ee и 
подставив полученные значения $(5;) в формулу (6), по- 
лучим приближенное решение уравнения (5): 

вод +) DE Se Saree SD (8) 
7% 

roe Ои ДО, — полиномы относительно A, 
Пусть теперь тах As;—> 0. Оказывается, что если К (x, 5) 

и f(x) непрерывны, то числитель и знаменатель второго 
члена в формуле (8) стремятся соответственно к пределам 

b 

hf Dex, 5: ) f(s)ds и DQ, 

roe D(A) и D(x, $; })—HekoTopbie целые функции oT A; 
если ввести так называемую „резольвенту Фредгольма“ 

T(x, $; №) = Ро ^, 
то формула , 

9 = -Н» f T(x, 8; №16) ds (9) 

определяет решение уравнения (5) для всех значений A, при 
которых D(A) # 0. 

Строгое обоснование упомянутых выше предельных 
переходов довольно затруднительно, и в своих работах 
Фредгольм обходится без такого обоснования; вместо этого 
он дает способ непосредственного построения функций D(A) 
и D(x, $; 4) в виде рядов, расположенных по степеням A 
(„ряды Фредгольма“) и доказывает, что при D(A) #0
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формула (9) дает решение, и притом единственное, ypaB- 
нения (5). . 

Последующий анализ привел Фредгольма к важному 
выводу, что для уравнений рассмотренного им типа („урав- 
нений Фредгольма“) справедливы основные теоремы линей- 
ной алгебры; к ним добавляется еще теорема Фредгольма 
о распределении характеристических чисел — так назы- 
ваются те значения A, при которых уравнение Фредгольма 
может не иметь решения. 

Фредгольм распространил свою теорию на системы инте- 
гральных уравнений, а также на интегральные уравнения, 
ядра которых не непрерывны, а имеют, по нашей термино- 
логии, „слабую особенность“ (см. § 15). 

Дальнейшие исследования линейных интегральных урав- 
нений проводились в основном в трех направлениях. С одной 
стороны, выявлялись новые классы уравнений, для которых 
верны основные теоремы линейной алгебры (с добавлением 
теоремы Фредгольма о распределении характеристических 
чисел). Так, оказалось, что нет необходимости предполагать 
ядро непрерывным; достаточно, чтобы существовал двойной 
интеграл 

b b 

Г Гкс, 9 Pax as. (10) 
aa 

Карлеман доказал, что при этом условии остаются 
в силе фредгольмовские разложения в ряды функций D(A) и 
D(x, $; ^) и что эти функции остаются целыми; другое 
доказательство, пригодное и для случая бесконечного про- 
межутка (а, 6), было дано автором настоящей книги. Общие 
теоремы Фредгольма, а также формулы для „рядов Фред- 
гольма“ D(A) и D(x, $; A), были затем распространены на 
новые классы интегральных уравнений. 

Решающий шаг в направлении дальнейшего распростра-. 
нения теории Фредгольма был сделан Ф. Рисом, который по- 
казал, что эта теория в своих основных чертах остается 
справедливой для уравнений, в которых интегральный опе- 
ратор Фредгольма 

b 

] K(x, $) $ ($) 45
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заменяется произвольным так называемым впофне непре- 
рывным оператором, действующим в некотором простран- 
стве Банаха, а данная функция f(x) и искомая $ (х) — дан- 
ным и искомым элементами того же пространства. Резуль- 
таты Риса были существенно дополнены JO. C. Шаудером, 
который полностью распространил теорию Фредгольма -Ha 
уравнения с вполне непрерывными операторами. 

Второе направление связано с теорией ортогональных 
разложений и заключается в исследовании симметричных 

интегральных уравнений, для которых K(x, $) =АК ($5, x). 
Фундаментальные результаты в этом направлении были по- 
лучены в первом десятилетии нашего века Гильбертом и 
Э. Шмидтом. Коротко эти результаты можно охарактеризо- 
вать следующим образом. Теория симметричных интегральных 
уравнений может быть построена независимо от теории 
Фредгольма, хотя симметричные уравнения и являются част- 
ным случаем уравнений Фредгольма. Для симметричных 
интегральных уравнений установлены следующие основные 
факты: характеристические числа таких уравнений вещест- 
венны, а соответствующие им так называемые собственные 
функции ортогональны. Всякая функция вида 

f K(x, s)9(s) ds, 

где $Ф($) — квадратично суммируема, разлагается в ряд по 
собственным функциям ядра К(х, $); на этом основан, 
между прочим, очень простой способ решения симметрич- 
ного интегрального уравнения, если только известны его 
характеристические числа и собственные функции. Дальней- 
шее развитие идей Гильберта, особенно в работах Карле- 
мана, Ф. Риса и И. Неймана, привело к созданию теории 
операторов в гильбертовом пространстве, играющей в на- 
‘стоящее время столь важную роль в анализе и в теоретической 
физике. ^^ 

Третье направление связано с исследованием таких урав- 
нений, для которых неверна одна из основных теорем 
линейной алгебры, а именно теорема о том, что два сопря- 
женных однородных уравнения имеют равные количества 
линейно независимых решений. Важным классом таких урав- 
нений являются так называемые сингулярные интегральные
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уравнения: входящий B такое уравнение интеграл расходится 
в обычном смысле и должен быть понимаем в смысле его 
главного значения по Коши. Основы теории таких ypaBHe- 
ний заложены в работах Гильберта, Пуанкаре, Карлемана 

и Нетера; эта теория, обстоятельно разработанная рядом. 
позднейших исследователей, была затем распространена на 

широкие классы уравнений в банаховских пространствах. 
Отметим еще, что в последнее время получила’ значи- 

тельное развитие теория нелинейных интегральных уравне- 
ний, основы которой были заложены трудами А. М. Ляпу- 
нова, Э. Шмидта, П. С. Урысона и Гаммерштейна. 

Ко всему сказанному здесь следует добавить, что боль- 
шое количество исследований было посвящено всевозмож- 
ным приложениям интегральных уравнений. Объем и разно- 
образие этих исследований столь велики, что охарактери- 
зовать их, даже очень кратко, здесь ‚не представляется 
возможным. 



ГЛАВА 1 

УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА 

$ 1. Понятие об интегральных уравнениях 

Мы будем рассматривать интегральные уравнения вида 

b 

99 — f K(x, eds = f(x), 

в которых неизвестной является функция $ (x); функции f(x) 
и K(x, $) предполагаются данными. Пределы интегрирова- 
ния а и Ob, вообще говоря, постоянны и могут быть как 
конечными, так и бесконечными; мы примем также, что 
переменная х меняется в том же промежутке (а, 6), по 
которому совершается интегрирование. | 

Функция f(x) называется свободным членом интеграль- 
ного уравнения, функция K(x, $) —его ядром. Ядро К (x, s) 
определено на плоскости (x, $) в квадрате а<х, 5 <Ь, 
который мы будем далее называть основным. Основным же 
мы будем называть и промежуток (a, J). 

Обычно рассматривают не одно интегральное уравнение, 
а семейство таких уравнений 

b 

p(x)—2 [ K(x, 3) 9(s)ds =f (2), (1) 

где } произвольная численная величина, называемая пара- 
метром уравнения (1). 

Заметим, что переменные хи $ мы считаем веществен- 
ными, тогда как параметр 4, функции g(x), f(x) и K(X, $) 
могут принимать как вещественные, так и комплексные 
значения.
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Уравнения типа (1) принадлежат к классу линейных 
уравнений. Подробнее об этом будет сказано в § 3. 

Уравнение (1) называется однородным, если f (x)=0, 
и неоднородным, если f(x) £0. 

Во всем последующем будем предполагать, не оговари- 
вая этого, что все рассматриваемые функции измеримы по 
Лебегу; все интегралы также считаются лебеговыми. Экви- 

валентные (т. е. почти всюду равные между собой) функции 
считаются равными тождественно. 

Уравнение (1) называется уравнением Фредгольма вто- 
рого рода, если его ядро и свободный член квадратично 
суммируемы, первое — в основном квадрате, а второй — 
в основном. промежутке. Уравнением Фредгольма первого 
рода называют уравнение вида 

b 

[K@, 9@ds=f () 

при тех же предположениях относительно ядра и свобол- 
ного члена; эти уравнения большого значения Не имеют, и 
мы ими почти не будем заниматься. 

По самому определению уравнения Фредгольма, его ядра 
‘подчинено условию 

b Db 

f ке, $) 2 ах 4$ == В? < со, (В) 
а 

‘из которого вытекает, в силу теоремы Фубини, что интеграл 
b 
ИКС, 5) Раз 
a 

существует для почти всех x€(a, 65) и суммируем в (а, 65): 
точно так же суммируем в (а, 6) определенный для почти 
всех $ (а, 65) интеграл 

b 

f | K(x, s) [2 dx. 

В некоторых случаях мы будем накладывать на ядро 
следующее дополнительное условие:
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_ Существует такая постоянная A, что для всех 
хЕ (а, 65) выполняется неравенство 

b 

ке, $245 < А. (А) 

Если.промежуток (а, 6) — конечный, то выполнение условия 
(А) влечет 3a собой выполнение условия (В); в этом случае 
постоянные А и В связаны очевидным соотношением 

В" < A(b—a); (2) 

в случае бесконечного промежутка условия (A) и (В) неза- 
ВИСИМЫ. 

Как уже было указано, согласно определению уравнения 
Фредгольма его свободный член f(x) квадратично суммируем 
в основном промежутке (a, 0), так что интеграл 

b 

Jif вах 

конечен. Аналогичное требование наложим и на искомую 
функцию: мы будем рассматривать только квадратично сум- 
мируемые в основном промежутке решения уравнения Фред- 
гольма, т, е. только такие его решения, для которых 
интеграл 

b 

fle@pax 

имеет конечное значение, 

$ 2. Скалярное произведение и норма. Ортогональность 

Материал настоящего параграфа относится к тому раз- 
делу теории функций вещественной переменной, в котором 
изучаются квадратично суммируемые функции и ряды Фурье. 
Мы приводим здесь, для облегчения ссылок, основные факты 
из упомянутого раздела; ряд теорем мы даем без доказа- 
тельства. Подробное изложение относящихся сюда вопросов 
можно найти, например, в курсе И. П. Натансона „Теория 
функций вещественной переменной“ (1957),
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п°1. В настоящем параграфе мы рассматриваем функции, 
квадратично суммируемые в промежутке (а, 5). Пусть f(x) 
и g(x) две такие функции. Докажем, что интеграл !) 

b 

ff@e@)ax 

существует. Действительно, очевидное неравенство 
_—_- ] 

[79 = ИОН 
показывает, что функция |/(х) g(x) | не превосходит сум- 

мируемой функции +; [|/(*) Р-Н |8 (<) и, следовательно, 
сама суммируема. Упомянутый интеграл называется скаляр- 
ным произведением функций f(x) и g(x) и обозначается 
символом (f, 2), так что 

b 

(f, a= ff e@yax. (1) 

Легко доказываются следующие свойства скалярного 
произведения. 

1). (в, Л) = ($ В. 
2). Если 41, а», ..., @, — постоянные, то 

(Sav в) Sante 8), 
= 1 k=l 

так что скалярное произведение линейно относительно пер- 
вого сомножителя. Используя свойства | и 2, легко получим 

формулу ‚ , 

(; У, оьвь = >a, (f, 2. 
hot kat 

Полагая п==1, находим (а — постоянная) (af, 2) =а (р, 2): 

(f, ав) =а(}, 8). 
3. J, f)>0. Действительно, 

b 

(f, N= f lf) Pax >o. 

1) Черта сверху означает комплексно сопряженную величину.
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4. (f, Л)=0 тогда и только тогда, когда f(x) =0. 
Величина 

1 

b 2 

Wl=V TH=| fife «| (2) 

называется нормой функции f(x), Отметим простые свойства 

ee) fi 0, при этом 1—0 тогда и только тогда, 
когда /(х)==0. 

В [а = а. |i. 
DIG. 21317: 11. 
0) ПА = «Л. 
Свойства a) и В) непосредственно вытекают из свойств 

скалярного произведения; свойство 1) есть известное нера- 
венство Буняковского. Наконец, свойство 65) называется 
неравенством треугольника. 

Приведем доказательства неравенства Буняковского и 
неравенства треугольника. Заметим прежде всего, что если f (x) 
и 2(х) — квадратично суммируемые в промежутке (а, 65) 
функции, а Ли и — постоянные, то функция Af (x) -+ иг (x) 
также квадратично суммируема в этом промежутке. Действи- 
тельно, в силу элементарного неравенства !) 

[Нор (и |9 
имеем 

А) +ee@) В < 2 ПАРЕНЬ 8; 

функция |^/ (x) + pg (x) |? не превосуодит суммируемой функ- 

ции 2 [|^ |f(x~)?+|»2?| g(x) 2] и, следовательно, сама 

суммируема. 
Пусть теперь f(x) и #(х) — квадратично суммируе- 

мые функции и ^ — произвольная вещественная постоянная. 
Очевидно, 

b 

Jtlf@i+ile@|Pax so 

ао < Calblele<(alb lel? + (elle)
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Раскрывая скобки и пользуясь определением нормы, 
получаем 

6 . 

е- 2% fF) ада >. 

Написанный слева квадратный трехчлен неотрицателен 
при любых значениях A, Но тогда необходимо 

b 

fF) -le@olax «АЛЕ 

Замечая, наконец, что 

b 

if, ol= < fiF@|+le@|] ax. 
b 

[f@g@ ax 

приходим к неравенству Буняковского. 
Совсем просто доказывается неравенство треугольника. 

Имеем 

УР =О-& 9 =О, ЛО, a+@A+E 9, 
или, если принять во внимание определение нормы и свой- 
ство | скалярного произведения, 

ПЕ gl? = 2 Ве д, ЭН ЕР «ЛР, ЭНН. 
Применяя неравенство Буняковского и извлекая корень, 

придем к неравенству треугольника. 
Напомним определение сходимости в среднем. Пусть 

функции $ (5х) и $„(х), п=1, 2,... квадратично сумми- 
руемы в промежутке (а, 6) (или на каком-либо другом 
измеримом множестве); если 

lim ln — 9 [|= 9, 
® > со 

то говорят, что ф„(х) > $(х) в среднем (точнее, в среднем 
с показателем 2). Одна и та же последовательность не может 
сходиться в среднем к двум различным функциям: если 

fim | Фи — $|=0, „вт | фи — 9 || = 9,
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то 

[— += и $) — Ga— YI < ln — ФН 9—5 0; 

отсюда |ф—$9|=0 и $(x) = 9 (x). 
Известна следующая теорема: для того, чтобы после- 

довательность квадратично суммируемых функций (ф„ (x)} 
сходилась в среднем, необходимо и достаточно, чтобы 

lim |Фш— фи |= 0. 
>< ’ 

Ряд 

24 (4), (*) 
члены которого квадратично суммируемы в промежутке 
(а, 6), сходится в среднем и имеет суммой квадратично 
суммируемую функцию ф(х), если к этой функции схо- 
дится в среднем последовательность частичных сумм дан- 
Horo ряда. Для того чтобы ряд сходился в среднем, He- 
обходимо и достаточно, чтобы | 

, N+p 

lim У, а = 0 
№-> <<] п=М№+1 

Если ряд сходится в среднем, то его можно интегри- 
ровать почленно, предварительно умножив на любую ква- 
дратично суммируемую функцию. Действительно, пусть ряд (*) 
сходится в среднем, и пусть функция f(x) квадратично 
суммируема. ощеним равность 

J д/д ах ™) Г Yn (ODS (2) dx = Г f(x) У bn (x) ах. 
n=1 a n=N-+1 

По черавенству Буняковского 

fre Уно <: Ув. 
По определению сходимости в среднем, для любого = > 0 

найдется такое Л (=), что 

У, Vn < ral N> М (=). 

n=N+1 
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Отсюда 

b N b 

‘fywseodx —Y fires ax|<e мя М>М®, 
n=l a 

что равносильно равенству 

6 < со b 

[Yn@Mfmacsy f¥n (x) F(x) ах. 
a neal nm=1 a 

Полагая f(x) = g(x), можно: последнее равенство пред- 
ставить в виде 

(5+. с) = 2 (bn 8). 
\ 

Таким образом, сходящийся в среднем ряд можно 
почленно  скалярно умножать на` любую квадратично 
суммируемую функцию. 

п°2. Две функйии называются ортогональными, если их 
скалярное произведение равно нулю. Функция, норма которой 
равна - единице, называется .нормированной. Конечная или 
бесконечная последовательность функций 

‘ 

1 (x), Yo (x), eee, On (Х), cece (3) 

называется ортогональной, если эти функции попарно орто- 
гональны, и ортонормированной, если указанные функции, 
кроме того, нормированы. Ортонормированные функции, 
следовательно, удовлетворяют соотношению 

10 при ]=А, (4) 
» YR) = . | 

"9 ° \1 при j=k, 

Ортогональная система (3) называется неполной, если 
существует отличная от тождественного нуля квадратично 
суммируемая функция, ортогональная ко всем функциям 
системы; в противном случае система (3) называется полной. 

Ортонормированные функции, взятые в любом конечном 
числе, линейно независимы. Действительно, если функции
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$1 (%), $5(х), ..., Py (%) ортонормированы и 

n 

> ар; (х) ==0, a;=const, 
j=l 

то, умножая последнее тождество скалярно Ha $; (х) и поль- 
зуясь соотношениями (4), найдем, что все коэффициенты a, 
равны нулю. 

Если функции: 9; (Х), Фо (х),..., Py (Хх) ортонормированы и 

n 
9 (x) => Oyo, (x), ay, == const, 

то, как легко убедиться, 
т. 

ell? = а. 6) 
Если дана конечная или бесконечная последовательность 

линейно независимых функций 

4 (Хх), ®›(Х),..., в (Х), ..., 

то можно построить ортонормированную последовательность 

4 (Х), $2 (Х), eer Pn (Xr ... 

так, чтобы каждая функция ф„(х) линейно выражалась через 
в; (Х), 2 (х),..., W,(X) и, наоборот, каждая функция w, (x) 
выражалась бы линейно через $, (х), $ (х),..., Pn(X). Это 
построение выполняется с помощью следующего процесса 
ортогонализации: полагаем 

60 =е: (9), gH; 
если функции 9, (%), ..., Фи_1(х) уже построены, то пола- 
гаем далее 

n—1 

ид, — Dm 90. Gn) SEP, 
ket " 

Деление всегда выполнимо: если бы было |, [= 0, 
то ®„(х) линейно зависела бы от $, (х), $ (х), ..., Фи_1(Х), 
а следовательно и OT W(X), Wo(X), ...+ ®,_1(%Х), что не- 
возможно. Из построения видно, что последовательность’
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Ф1(х), $2(Х), ..., Фи (х),... ортонормирована и что ф„ (xX) 
линейно выражается через w,(X), ®› (х),..., ®„(Х). В то же 
время W,,(X) линейно выражается через $, (Х), Po (х),..., Pn (Х). 
Действительно, | | 

n—-1 

о (4) = фе» 9 + Gm 90 Pu ©. 

n°3. Пусть система (3) ортонормирована, и пусть f (x) 
некоторая функция, квадратично` суммируемая в проме- 
жутке (а, 6). Поставим задачу: подобрать коэффициенты аи, 
A, ..., Чи так, чтобы величина 

n n ud 

=f ами | —(¢— Зал S— Sewer) 
k=1 j=1 k=1 

была минимальной. Обозначим 

(f+ Px) == ay. 

Числа ах называются коэффициентами Фурье функ- 
ции f(x) относительно ортонормированной системы (3). 
Простые преобразования дают 

а + Di lae— ыв-— Dank 
Отсюда видно, что 6, будет наименьшей, если 9 = ау. 

При этом 
n 

Crain ИЛ — Увы 
и, так как эта величина неотрицательна, TO 

n 

Dan? < 
k=1 

Отсюда видно, что ряд 

> a, |? 

2... 

CXOMUTCH И 

Slat < (6)
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Неравенство (6) называется неравенством Бесселя. Если. 
в (6) имеет место знак равенства, то получается так назы- 
ваемое уравнение замкнутости. 

Ряд 

>) An Pn (Xx) = x Cf, Фи) фи (x) (7) 

называется рядом Фурье функции f (*) по ортонормирован- 
ной системе (3). 

Ряд Фурье любой квадратично суммируемой функции 
сходится в среднем. Это утверждение есть частный случай 
более общей теоремы, известной под названием теоремы 
Риса — Фишера. 

Если {$ (х)} — ортонормированная система, и число- 
вой ряд 

Хар (8) 
сходится, то ряд 

Хань (х) (9) 
n=1 

сходится в среднем. При этом ряд (9) является рядом 
Фурье для своей суммы, для которой имеет место 
уравнение замкнутости. 

Доказательство: По формуле (5) 
N+p 2 N+p 

>» QnPn || = > | ny р. 
n=N+1 =N+1 

Правая часть есть остаток сходящегося числового ряда (8) 
и потому стремится к нулю при № — со. Но тогда ряд (9) 
сходится в среднем. 

Обозначим через ф(х) сумму ряда (9). Умножая почленно 
скалярно этот ряд на $, (х) и учитывая, что система {ф„ (х)} 
ортонормирована, найдем, что а, = ($, >), В=1, 2,... 
Таким образом, ряд (9) есть ряд Фурье своей суммы. Умно- 
жив ряд (9) скалярно на Ф(х), найдем также 

loll? = Ха» n> ® = ul an Ps 
n=1 neal 

это означает, что для суммы ряда (9) имеет место уравне- 
ние замкнутости.
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Вернемся к ряду (7). Докажем, что, если`ортонорми- 
рованная система {%„(х)} полна, то сумма ряда (7) 
равна f(x). С этой целью обозначим указанную сумму 
через g(x) и положим f(xy — g(x) = (x). Имеем 

(, фи) = (Х, Фи) — (8+ Фи) = On — а, = 0. 

Будучи ортогональной ко всем функциям полной системы, 
w(x) тождественно равна нулю. Отсюда /(х) = 8(х), или 

f (x) => (1, Pn) Pn (Х). 

Почленно умножая это равенство скалярно на f(x), 

найдем 

ме = о. 
Таким образом, если ортонормированная система 

полна, то для любой квадратично суммируемой функции 
имеет место уравнение замкнутости. 

п°4. Все сказанное в настоящем параграфе, очевидным 
образом и без изменений переносится на функции многих 
переменных, квадратично суммируемых в какой-либо области 
или, вообще, на каком-либо измеримом множестве: надо 
только каждый раз интеграл по промежутку заменять инте- 
гралом по области (по измеримому множеству), в которой 
функции определены. В частности, если Р означает точку 
некоторой (вообще говоря, многомерной) области О и 
АУ — элемент объема, то скалярное произведение функ- 
ций /(Р) и g(P), квадратично суммируемых в D, опреде- 
ляется как интеграл 

(fF, =f /(Р)=Фуау. 
D 

п°5. В последующем будет использовано приводимое ниже 
специальное построение последовательности, ортонормиро- 
ванной и полной в основном квадрате. Это построение 
без труда распространяется на случай многих переменных. 
Пусть 9„(х), п=1, 2,... — полная ортонормированная 
в промежутке (а, 0) система. Докажем, что система 

PE (X) Фт ($); № mal, 2,... (10)
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. | 
ортонормирована и полна в квадрате A<KKX KIO, а< $. 
Рассмотрим две функции системы (7); 9$%(х)Фт($) и 
Фр (X) Фа ($). Эти функции равны между собой, если одно- 
временно Е =р, т==а, и различны в противном. случае. 
Составим их скалярное произведение 

(Px (%) Pm (5), Pp (*) Фа (5) ) = 

= в» т ($) 9р С Фа 6) dx ds = 
b b 

— f Фь (X) Pp (х) ах f фт (8) Фа (S) ds, 
а 

Так как в промежутке (а, 5) функции Ф„(х) ортонорми- 
рованы, то последнее произведение равно единице при 
Е —=р, т=4 и нулю в остальных случаях. Этим доказано, 
что в квадрате а<х-Ь, a<s<b система 47) орто- 
нормирована. | 

Докажем теперь, что эта система полна. Пусть функ- 
ция ®(х, $) ортогональна ко всем функциям (7). 

(0% 5), Pie (4) Pn (8) ) = 

=f Гос $) 4 (Х) Pn (5) ах 45 =0; k, m=1, 2,... 

ИЛИ | 

b b 

водах fom, s\gm@ds=0; №т=1, 2... 
а а 

Зафиксируем номер т и положим 
b 

J © 5) om (8) ds = Om (2), 
тогда 

b 

Гош (*) G4 (2) dx = 0; k=1, 2,... 

a 

Функция ®„(х) ортогональна в промежутке (а, 6) ко всем 
функциям полной системы {9,(x)} и потому тождественно
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равна нулю 

b 

fom. S)Gn(s)ds=0; m=I, 2,... 

a 

Зафиксируем произвольно x. Последнее равенство пока- 
зывает, что функция от $, равная (xX, $), ортогональна 
ко всем функциям полной системы {фи (S)}. Отсюда w (x, 5)==0, 
и полнота системы функций (10) доказана. 

.n°6. Приведем некоторые примеры полных ортонорми- 
рованных систем. Рассмотрим сперва случай конечного 
промежутка (а, 5). Из теории рядов Фурье известно, что 
система функций 

sinnt; n=l, 2,... 

ортогональна (HO не нормирована) и полна в промежутке (0, 7). 
От промежутка (0, к) перейдем к произвольному проме- 

п (х — а) 
жутку (а, 6) подстановкой # == ;—- > В новом проме- 

жутке ортогональна и полна система функций 

пт (х— а). 

b—a ? 

Чтобы сделать ее нормированной, достаточно каждую 
функцию системы разделить на ее норму, квадрат которой 
равен | 

п =1,2,... sin 

b 
о ПТ (Хх — а) _ 6 —а 

f sin ba Ах = 5. 

а 

Таким образом, функции 

on =V ze sin м, п=1, 9, ... (11) 

образуют в конечном промежутке (a, 5) ортонормированную 
полную систему. 

Перейдем к случаю бесконечного промежутка. Если а 
конечно, то можно заменой х’=х—а сделать а==0, 
Система функций 

У пи n=l, 2,.., 
у!" 
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ортонормирована и полна в промежутке (0, =), так ‘что 

, 0 и А 
[2 sin kf sin mt at =| mp т (12). 
т 1 при kR=m, 

Замена = ^^ переводит промежуток 0 < Ё< т в.бе- 
X-+1 

сконечный промежуток 0< х < co; формула (12) преобра- 
зуется при этом к виду 

] sin gin PX Ду о при bem, 
J ми ЕЕ ХЕ 0°" "(1 при В=м. 

Отсюда видно, что функции 

У? аи”. n=1. 2 
фи (x) = (x -+ 1) х-+1 9 | ’ 9 eee (13) 

ортонормированы в промежутке (0, со). Докажем, что в этом 
промежутке система (13) полна. Допустим, что квадратично 
суммируемая в упомянутом промежутке функция f (*) орто- 
гональна ко всем функциям (13). 

[ rea птх ax — 0; n=1, 2, 

0 

х-- ] K+ ] 

TX 
или, если сделать подстановку =, 

f д f ) sin nt dé = 0 (14) 
am—t-~\xn—t — | 

0 

Функция (5 квадратично суммируема в про- 

межутке (0, п), так как 

feel a= и Рах < co; 

° 
0 

из равенства (14) видно, что эта функция ортогональна 
к полной системе {Яппх} и потому тождественно равна
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нулю. Но тогда и /(х)==0 и, следовательно, система (13) 
полна. 

Если а= — со, b= -+-00, то можно исходить, напри- 
мер, из системы 

_ erint, n=0, +1, £2,... 
Vi 

ортонормированной и полной ‘в промежутке (—5. 5}; 

замена х —={ приведет нас, как и выше, к системе 

1 erinarctg x, —0, +1, +2... 

У =(1- =?) 
ортонормированной и полной в промежутке (— со, -- со). 

Другим примером системы, ортонормированной и полной 
в промежутке (0, со), является система функций 

e-*/2 L(x): п=0, 1, 2,..., 

где [„(х)— так называемые полиномы Лагерра 
п 

Ly) = ом = У, SP (8) at, nm dx” Rl k 
k=0 

В промежутке (— со, --оо) образуют ортонормиро- 
ванную полную систему функции 

е-*"® Hy (x). 
4,’ 

2 VW nl Vr 

rie Н„(х) — полиномы Эрмита 
* Nm ¥2 

H, (x) =(— he S50, 1 ee, 

$ 3. Оператор Фредгольма и его степени. 
Итерированные ядра 

Пусть ядро K(x, $) квадратично суммируемо в основном 
квадрате; это допущение, если только не оговорено про- 
тивное, предполагается выполненным во всем последующем. 
Введем обозначение 

b 

Ke= [ K(x, $) $ ($) ds, (1) 
_  @
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Пусть функция ф(х) квадратично суммируема в проме- 
жутке (а, 6). Докажем, что в этом случае интеграл (1) су- 
ществует при почти всех x€(a@, 6) и представляет собой 
функцию, квадратично суммируемую в том же промежутке. 
Имеем — 

Ke 92955 Ка, ЭР ФР 

Первое слагаемое справа ‘суммируемо по $ при почти 
всех хЕ (а, 6), а второе слагаемое просто суммируемо по $ 
в промежутке (а, 6). Отсюда следует, что в указанном про- 
межутке подынтегральная функция в интеграле (1) сумми- 
руема при почти всех хЕ (а, 6) и, следовательно, интеграл 
(1) есть функция от х, определенная почти всюду в (а, 6). 
Далее, по неравенству Буняковского 

b b b 

IKeP< f lke, 9) Pdsf [9 6) Рав == loll? f [К(х, 5) Pads, 

и, Так как ядро квадратично суммируемо в основном квад- 
pate, то функция Kp квадратично суммируема в проме- 
жутке (а, 65); интегрируя последнее неравенство и извлекая 
корень, получаем 

КФ < В+]; (2) 

Величина В определена формулой (В) § 1. . 
Таким образом, если квадратично суммируемая функция 

(x) задана, то интеграл (1) определяет новую (также квад- 
ратично суммируемую) функцию. Можно сказать, что интег- 
рал (1) задает некоторый закон, по которому каждой квадра- 
THUHO суммируемой функции $(х) приводится в соответ- 
ствие, и притом единственным образом, новая функция Kg, 
Вообще, если дан закон, по которому любой функции из 
некоторого данного множества единственным образом 
приводится в соответствие некоторая новая функция, 
то говорят, что на данном множестве функций опре- 
делен оператор!). Из сказанного следует, что если ядро 
K(x, 5$) квадратично суммируемо в основном квадрате, то 
интеграл (1) определяет некоторый оператор ‘на множестве 

1) По поводу определения оператора см. также $ 19.
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функций, квадратично суммируемых в промежутке (a, 65). 
Этот оператор называется оператором Фредгольма. 

Оператор Фредгольма обладает следующим очевидным 
свойством: если 01 H 0 — постоянные, а $1(%) и $2(х) — 
квадратично суммируемые функции, то. 

К (01.91 + G2) = % Kp, + 2K oo. 

Операторы, обладающие этим свойством, называются 
линейными; таким образом, всякий оператор Фредгольма — 
линейный. В соответствии с этим интегральные уравнения 
Фредгольма также называются линейными. 

Пусть дан еще один оператор Фредгольма 

b . 

Lo = | L(x, $) 9(s)ds. 

По определению, двойной интегралот | L(x, s)|* конечен; 
положим 

Г Ге s) ах аз = В”. 

Составим выражение [Кф = (КФ). Такое выражение 
уместно назвать произведением операторов Фредгольма К 
и L. Нетрудно видеть, что умножение операторов ассоциа- 
тивно. Действительно, если К, К’, К” — три оператора Фред- 
гольма, то оба выражения К”(К’КФ) и К”К’ (КФ) означают, 
что над функцией х(х) произведена операция К, над полу- 
ченной функцией Kop произведена операция К” и, наконец, 

над функцией K’Ko произведена операция К”. 
Докажем, что произведение операторов Фредгольма 

также есть оператор Фредгольма. Составим выражение LK, 
Для этого в`интеграле (1) надо х заменить на $; в связи C 
этим придется в этом интеграле изменить обозначение пере- 
менной интегрирования — обозначим ее через #. Теперь имеем 

ь ь 

LKo= f L(x, 5) ds J K(s, ВФ (© dt. (*)
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Повторный интеграл 

b о 
fice. s)|ds f К, £) 9 (#)| at (%%) 

существует. Действительно, по доказанному выше, внутрен- 
ний интеграл есть квадратично суммируемая функция от $5, 
а тогда ее произведение на квадратично суммируемую функ- 
цию |[(х, s)| суммируемо при почти всех x. Из сущест- 
вования интеграла (хх) вытекает, как известно, суммируе- 
мость функции |L(x, $) К ($, В $(0| вквадрате а < $, Ё%Ь, 
и, в силу теоремы Фубини, в интеграле (*) можно изменить 
порядок интегрирования: 

. b 7) 

LKo = f 9 (t) dt f L(x, s)K(s, t)ds. 

Заменив обозначение $ Ha Ё и наоборот, имеем 

b b 

LKo= [+94 f L(x, t)K (t, $) dé 
a 

и, если обозначить 

b 

J L(x, )K(t, s)dt= M(x, 8), (3) 

TO 

b 

LKo= | M(x, $) (5) ds. (4) 

Далее, по неравенству Буняковского 
b . b 

М, ЭВ < f Ш, 5 Pat | |К@, 94. (5) 
а 

Интегрируя это по основному квадрату, получим 
b b 

[filme sPaxds< BB”, (6)
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Таким образом, ядро M(x, $) оператора LK квадратично 
суммируемо в основном квадрате; по отределению, данному 
в $ 1, оператор LK есть оператор Фредгольма. 

Формулы (3) и (4) показывают, что умножение операто- 
ров Фредгольма в общем случае не перестановочно: если 
через N(x, $) обозначить ядро произведения операторов KL, 

‚то, по формуле (3), , 

N (x, $) = f K(x, t)L (t, s) dt, (7) 
a 

и очевидно, что, вообще говоря, M(x, $) == N(x, $). Пусть, 
например, а = 0, 6 =1, K(x, $) =1, Ё(х, $) =х— $5. 

Тогда 
1 

. 1 
М (х, $) = | &— = х—-, 

i 2 

1 

N (x, y= | ¢—9dt=}—s. 
0 

Если ядра операторов К. и L удовлетворяют еще и усло- 
вию (А) (см. § 1), то ядра произведений KL и LK удовлетво- 
ряют тому же условию. Действительно, пусть 

b b 

ко, 9Pas<a  fIL@ Pas <a’ 
a | а 

В этом случае неравенство (5) дает 
b 

| M(x, 8) 2 < A’ ке s) |? dt; 
a 

интегрируя это по $, получим 
b 

Г M(x, $) 245 < А’ В?. (8) 

а 

Исходя из формулы (7), найдем аналогично 
b 

J | N(x, $)? ds < AB”; (9) 
a
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ядра операторов [К и КЁ удовлетворяют условию (А) с по- 

стоянными А’В? и АВ” соответственно. 
Очевидно, произведение нескольких операторов Фред- 

гольма также есть оператор Фредгольма. Произведение п 
одинаковых операторов Фредгольма К называется п-ой сте- 
пенью оператора К и обозначается через А”. Очевидно, 

К?ф =К(КФ),..., К” ==К(К”-1$). 

Так как умножение операторов ассоциативно, то верна общая 
формула 

К”"ф =К" (К"-тФ), O<m<n. (10) 

Из сказанного выше следует, что степень оператора 
Фредгольма есть оператор Фредгольма. Обозначим через 
К» (х, $) ядро оператора К”, тогда 

ь 

К" = | Ky(% 9$ (9) ds. (11) 

Очевидно, Ky (x, $) = K(x, $). 
Ядро K,,(x, $) называется п-ым итерированным ядром 

по отношению к K(x, $). 
Из формулы (3) мы непосредственно получаем рекуррент- 

ную формулу для итерированных ядер 

b 

К» (x, = f K(x, t)Kn1(t, s) dt. (12) 

Tak как K,(x, s)==K (x, $), то, в частности, 

b 

Ky (x, $) = [Ke th K (t, s) dt, 

7) 

Ky (x, $) = Г K(x, ВК, (t, s) dt 

ит. д. 
Если применить формулу (3) к операторам Кт и К”"-—т 

и воспользоваться формулой (10), то получится более общее
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соотношение 
b 

Ky (х, 9 = | К» (х, ЭК, в, 8) at. (13) 

Положив здесь т —=|, опять получим формулу (12); при 
т—п— 1 получим еще одну полезную формулу 

b 

Ky (x, 8)= J Кь_1(х, ЭКС, s) dt. (14) 

. Заменяя в этой формуле ядро K,,_, по той же формуле (14), 
можно понизить номер ядра под интегралом. Проделав эту 
операцию достаточное число раз, мы придем к формуле, 
непосредственно ‘выражающей ° итерированные ядра через 
данное - 

К» (х, $) = ГГ. ‚ке t) K (ty, Ь... Kav 8) X 

ханаь.. dty 1. (15) 
| о | 
Обозначим через В» интеграл 

ьь 

В? — J Jka s) |? dx ds. 

Полагая в формуле (6) [=К”-!, получим рекуррентное 

соотношение В? < В*Вь_1, из которого далее следует BR «< 
ВВ... В", или 

В, < В". (16) 

Применив теперь неравенство (2) к оператору К”, полу- 
чим важное для последующего неравенство 

[КФ < В" +1. (17) 
Если ядро K(x, $) удовлетворяет еще и условию (А), то 

тому же’ условию удовлетворяют и итерированные ядра. 
Имея это в виду, найдем оценку для величины 

| b 

A, = sup fi Kne. $) |? ds, 
ч
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В формуле (3) положим L(x, t)=K,_, (х, В. Тогда, как 
это следует из формулы (14), M(x, $) =К, (х, $), и нера- 
венство (8) дает 

$ 

[iKn@, ЭР 48 <A, В, (18) 

так как, очевидно, 
Ра 

b 

fl Kn@ 943 < Ans. 

Заменив в (18) левую часть ее точной верхней границей, 
получим A, < A,_,B*. Отсюда легко находим А, < АВ?"-?, 
и окончательно 

b 

Тк, (x, $) |? 4$ < AB?n-2, (19) 

$ 4. Метод последовательных приближений. 

Уравнение Фредгольма 

. b 

g(x) —2 f K(x, 8) (sds =f (x) (1) 

попытаемся решить по методу последовательных приближе- 
ний. Перепишем наше уравнение в виде 

Ф (x) =f (x) ХК. (2) 

За начальное приближение примем op (x)==/f (x); далее, 
если некоторое приближение 9, _;(X) уже построено, то за 
следующее приближение примем результат подстановки функ- 
ции Фи_1(х) в правую часть уравнения (2): 

фи (*) =f (%) + Ken (3) 
Имеем, следовательно, 

ф1 (х) = f (x) + АКфо = f (x) + MF, 
, 2 (x) =f (x) + Ko, =f (x) + Mf + №КУ
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и т. д..По индукции легко получаем 

фи (X) =f (x) НАКУ- №КУ--... № KS, 

что можно также представить в виде 

n 

en (x) = DL amKmf. (4) 
m=0 

Выясним, при каких условиях последовательные прибли- 
жения имеют предел при п -> со. Функцию 9, (x) можно рас- 
сматривать как частичную сумму ряда 

р mK у. (5) 

задача, следовательно, состоит в установлении условий схо- 
димости этого ряда, который обычно называют рядом Ней- 
мана. 

‘Теорема 1. Если ядро интегрального ‘уравнения ква- 

—— 

дратично суммируемо и i ЗЕ ‚ где 

B= [fixe s) |? dx ds, 
aa 

mo ряд Неймана для этого уравнения сходится в сред- 
нем к квадратично суммируемому решению уравнения (1). 
Такое решение — единственное. 

Оценим величину 
N+p 
> КЛ. 

m=N+1 

Применяя неравенство треугольника и неравенство (17) 
$ 3, получаем 

N+p. 

m=N-+1- 

N+p N+p 

<>. РК" < „> ав" 

| т __ (jA | BV tt <iel >. = Ie! в. 

При N достаточно большом последняя величина может 
быть сделана сколь угодно малой; отсюда следует, что ряд 
Неймана сходится в среднем к некоторой квадратично сум-
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мируемой функции, которую мы обозначим через (xX), так 

что [фи — 91 -—>0. 
8 

Докажем, что функция $ (x) удовлетворяет уравнению (1). 
В формуле (3) положим п — со. Левая часть имеет преде- 
лом (xX), и нам достаточно доказать, что ХФ — Ko в сред- 
нем. Но это очевидно: по неравенству (2) § 3 

[Kens — Kell = К ($, — $) 1< Bll en_1 — $] —> 0. 

Остается доказать, что построенное нами решение — един- 
ственное. Пусть уравнение (1) имеет два квадратично сумми- 
руемых решения $ (х) и $(х). Тогда справедливы два .тож- 
дества g(x) —Ko=f(x), (x) —Ko=f (x). 

Вычтем их почленно. Обозначив 9 (x) — > (x) = в (x), найдем 
в силу линейности оператора К 

o (x) —AKw = 0. (6) 

Таким образом, разность двух решений удовлетворяет 
соответствующему однородному интегральному уравне- 
нию; это замечание пригодится нам и в дальнейшем. 

Докажем, что w(x)==0. Имеем w(x)==)Ko. Отсюда, 
Це = |A]+ |К®|-и, по неравенству (2) § 3, ||® | <All. 
или (1—|A|B)||w||< 0. По условию теоремы |A|B< 1, 
выражение в скобках положительно и поэтому необходимо 
||| =0. Отсюда w(x)==0 и, следовательно, ) (x) = 9 (x). 

Теорема 2. Если ядро уравнения (1) не только ква- 
дратично суммируемо, но и удовлетворяет условию (А), 
“u|A|B<1, то ряд Неймана сходится регулярно!) на 
сегменте [а, 6]. 

Для доказательства оценим общий член ряда (5). По не- 
равенству Буняковского 

b 

Ки = 1A" |] Kn ee DF (9) 48| < 
b Ys 

<" к.с ва И 
1) Ряд называется регулярно сходящимся, если ряд из его аб- 

солютных величин сходится равномерно. Такой ряд, очевидно, схо- 
дится абсолютно и равномерно. 
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и, в силу неравенства (19) § 3, при m>l 

К" <Я rca”. 
Правая часть этого неравенства есть общий член геометри- 
ческой прогрессии, знаменатель которой, равный |^|В, 
меньше единицы. По известной теореме Вейерштрасса, ряд (5) 
сходится регулярно. 

Замечание. Если ядро ограничено, | K(x, $)| < М, то 
можно указать более простую, хотя и более грубую, оценку 
для радиуса круга сходимости последовательных приближе- 
ний. Так как 

bb _ 
В2 = f [ike s) |? dx ds < (b — ay? М», 

то последовательные приближения сходятся в круге |^| «< 
1 

< (6—a)M° 

Возникает такой вопрос: нельзя ли утверждать, что последова- 
тельные приближения сходятся при всех значениях A или, что они, 
по крайней мере, сходятся в круге (с центром в точке A =0) ра- 

1 
диуса, большего, чем 3? Оказывается, что это не так: для Hay- 

дачу взятого интегрального уравнения Фредгольма последовательные 

приближения могут расходиться при | A > ‚ хотя и существуют 

классы интегральных уравнений (например, уравнения Вольтерра), 
для которых последовательные приближения сходятся при любом 
значении параметра, 

Рассмотрим следующий пример. Пусть дано интегральное урав- 
нение | | 

1 

g(x) —Af 9(s)ds=1, 7) 
0 

Здесь а==0, 6=1, f(x) =1, K(x, s)=1, B=1; по теореме 1 
настоящего параграфа, последовательные приближения для уравне- 
ния (7) сходятся в круге |A|< 1. Однако, это уравнение можно 
легко решить, не прибегая к методу последовательных приближе- 
ний. Чтобы решить уравнение (7), заметим, что интеграл 

1 

feds 
0
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является некоторой, хотя и неизвестной, постоянной. Обозначим ее 
через С, тогда из уравнения (7) следует, что 

p(x) = 1-426, (8) 
и дело сводится к отысканию неизвестной постоянной С. Подставляя 
выражение (8) в (7), получаем после очевидных упрощений 

(1—A)C=1. . (9) 

При A=1 это уравнение неразрешимо и, значит, при A} =1 
интегральное уравнение (7) решения не имеет. Отсюда уже следует, 
что в круге радиуса, большего единицы, последовательные прибли- 
жения для уравнения (7) не могут сходиться. 

Интересно, что в то же время уравнение (7) разрешимо, если 
только A= 1, даже тогда; когда последовательные приближения 
расходятся. В самом деле, если \ = 1, то из уравнения (9) находим 

C= 1—A 
HHe (n, найдем, что уравнение овлетворяется, 

Рассмотрим еще уравнение 

и, следовательно, (=) = г); подставив это в уравне- 

g(x)—A Г $ (5) 45 = f(x), (10) 
0 

в котором, в отличие от уравнения (7), свободный член есть произ- 
вольная квадратично суммируемая в промежутке . (0, 1) функция, 
Полагаем по-прежнему 

1 

C= [+(5) 45, 
0 ss 

что дает Ham 9(x)=f(x)-+ AC; проинтегрировав это в пределах 
от 0 до 1, получим уравнение для определения С: 

1 

(—^) С = Гус ах. (11) 
0 

1 

сеты fra: 
0 

eMart ty [reas 
0 

Если ^ + 1, то
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подстановкой убеждаемся, что эта функция удовлетворяет уравне- 
нию (10), которое, следовательно, разрешимо и имеет единственное 
решение при A = 1. | 

Пусть теперь A = 1. Уравнение (11) принимает вид 

1 

f f(x) dx =0, (12) 
0 

Если функция f(x) такова, что равенство (12) не имеет места, 
то уравнение (10) не имеет решения; так было, как мы видели, при 
f(*)=1. Если же равенство (12) выполнено, то постоянная С 
остается неопределенной; подстановка показывает, что при А =1 
уравнение (10) имеет бесчисленное множество. решений вида ф (x) = 
= f(x)+C, где С — произвольная постоянная. 

: $ 5. Уравнения Вольтерра 

Уравнение Фредгольма будем называть уравнением Воль- 
терра, если нижний предел интегрирования @ конечен, а ядро 
обращается в нуль при $ >х (T. е. в заштрихованной части 
основного квадрата — черт. 2). Поэтому в уравнении Воль- 

терра b $ 

кф =f Кс», 99 48 = Y 27) 

= [ K(x, $$ (s) ds +- | _ д | 

b 

+ К. 996 4&= (aa 4(6,a) 

НИ 

= J К (x, s) (8s) ds. Черт. 2 

Формально, ‘следовательно, уравнение Вольтерра отли- 
чается от уравнения Фредгольма общего вида переменным 
верхним пределом интегрирования; уравнение Вольтерра 
можно записать в виде 

p(x) Af K(x, 8) 9(s) ds = f 0. (1)
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Для упрощения рассуждений будем рассматривать урав- 
нение Вольтерра при дополнительном предположении, что 
его ядро ограничено, когда х меняется в некотором конеч- 
ном промежутке (a, 65), так что | 

|K(x, |< М==соп%, a<x<b, 

При этом предположении справедлива 
Теорема: Если свободный член уравнения Вольтерра 

суммируем в промежутке (a,b), то это уравнение имеет 
суммируемое в том же промежутке решение, которое 
пря любом значении параметра Х можно построить по 
методу последовательных приближений. Суммируемое 
решение уравнения Вольтерра единственно. 

Как и в случае уравнения Фредгольма общего вида, 
предел последовательных приближений совпадает с суммой 
ряда Неймана 

f+ p>) MK" f; (2) 

наша задача сводится поэтому к доказательству того, что 
ряд (2) при любом фиксированном значении A сходится регу- 
лярно по отношению K xX. 

Докажем прежде всего, что если K(x, $) есть т-ое 
итерированное ядро, то 

Кт(х, $) = 0 при $ >х, | 

K(X, 9) = [к _1 (х, OK(t, s)dt — приз <х. | (3) 
9 

Пусть т =2. Имеем 
|, 

К» (x, $) = f K(x, OK(t, s) dt. (4) 

Если $ > х, то при Ё< $ второй множитель под знаком 
интеграла в (4) равен нулю, если же tf >S, то тем более 
[> х и тогда обращается в нуль первый множитель под 
знаком интеграла. В обоих случаях подинтегральная функция 
равна нулю и К. (х, $) =0.
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Пусть теперь s< х. Промежуток интегрирования ра- 
зобъем на три: (а, $), ($, x), (x, 6). Тогда 

К» (х, = | К, 2K, s)dt+ ке, оке э@+ 

b 

+ [ K(x, оке, 8) dt. 

В первом интеграле #< $, значит, во втором множителе 
под интегралом второй аргумент больше первого и этот 
множитель равен нулю. В третьем интеграле # > х и пер- 
вый множитель под знаком интеграла равен нулю. В резуль- 
тате 

K(x, $) = f K(x, t)K(t, s) dt, 

и формула (3) доказан& для т==2. По индукции ее легко 
получить для любого т. 

Докажем теперь, что при $ «< x имеет место следующая 
оценка: 

мт (x — 5$)т-1 

Оценка (5) очевидно верна при m==1, так как в этом 
случае она выражает просто тот факт, что ядро K(x, $5) 
ограничено; величина М представляет собой верхнюю гра-. 
ницу ядра. Пусть теперь оценка (5) установлена для неко- 
торого индекса т— | | 

мт-1 _ e\n—2 

|Km—1(%, $)| < И ° 
По формуле (3) получим 

@ 

МТ (x—t)™—? | M™ (x — 5)т-1 | 

так что оценка (5) имеет место и для индекса т. Заменив 
в формуле (5) разность х—$ ее наибольшим значением
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р — а, найлем 
. M™ b— т-—1 

К, < Е 
Оценим теперь общий член ряда (2) 

К" = |r” |. Ки $1 (8) 4 | < 

<tr eo? foie (6) 

Как мы видим, общий член ряда (2) He превосходит 
общего члена показательного ряда, следовательно, ряд (2) 

сходится регулярно по х при любом ^. 
Как и в случае уравнения Фредгольма общего вида, по- 

следовательные приближения связаны рекуррентным соотно- 
шением 

Pn (x) = f (x) + Kn _1, 

которое в данном случае МОЖНО представить в виде 

9» (х) =f) +2 f K(x, 8) 9,1 (8) ds. (1) 

Сумму ряда (2) обозначим через (x). Kak только что 
было показано, Ф„(х)->Ф(х) при п —> со равномерно. Ядро 
K(x, $) ограничено, поэтому 

K(X, $) 9—1 ($) ;5>К(х, $) (5) 

равномерно относительно $. Отсюда следует, что в соотно- 
шении (7) можно перейти к пределу под знаком интеграла. 
Выполнив предельный переход, найдем, что 

b 

(о =f (x) +2 | K(x, 99) ds, 

т. е. что ‘сумма ряда (2) есть решение уравнения Вольтерра. 
Это решение суммируемо, так как оно получено сложением 
суммируемой функции f(x) и ограниченной функции 

m=1
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ограниченность этой функции сразу следует из оценки (6): 

CO b CO 
mim 1 M™ (6 — m—1 

SKS < [ив У, | Gr = 
а 7 =1 m=1 

b 

=A] Mei Me) || (5) 145. 

Перейдем к доказательству’ единственности решения. 
Пусть уравнение Вольтерра имеет два суммируемых реше- 
ния Ф(х) и $(х). Их разность w(x) =$(х) —$(х) удовле- 
творяет однородному уравнению 

w (x) = Ko. (8) 

В правую часть этого уравнения подставим вместо w 
равную ей величину AKw. Это приведет нас к уравнению 
w (x) = ^?К?%. Заменяя опять справа w на AKw, получим урав- 
нение w (х) = А3АЗ® и т. д. Проделав эту подстановку т раз, 

найдем, что ®(х) удовлетворяет уравнению в (х) =^”К", 
или, в более подробной записи, 

b 
w(x) =X" | Kn (x, S) w (5) ds. 

w(x) сама суммируема, как разность суммируемых функ- 
ций; в силу оценки (6) 

b 
Mm Mp пут 

jo()| <AP AEC | |564, = ® (m 

каково бы ни было т. Полагая в (9) m—>oo, получим 
|® (х)| < 0, откуда следует, что w(x) =0. 

Возникает интересный вопрос: остается ли в силе теорема 
о единственности решения, если отказаться от требования его сум- 
мируемости? Оказывается, что тогда теорема единственности пере- 
стает быть верной. /7. С. Урысоном были построены примеры урав- 
нений Вольтерра, имеющих, кроме одного суммируемого решения, 
еще бесконечное множество решений несуммируемых. Приведем
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один из примеров IT. С. Урысона. Положим а = 0, 8 =1, f(x) =0 
и зададим ядро формулой. 

1 1 
sa i 1-я 

5 | 5<хе , 

K(x, $) =: 1-1 

х, хе ® <;<х, 

0, S> Xx. 

В основном квадрате 0< x <1, 0< $ <! ядро ограничено, так 
как, очевидно, 

0< K(x, 5$) < х<1. 
Уравнение | 

¢(x)— [ K(x, 8) 9(s) ds =0 
| 0 

имеет суммируемое решение ф (x) = 0; в силу теоремы настоящего 
параграфа других суммируемых решений это уравнение не имеет. 
В то же время оно имеет бесконечное множество несуммируемых 
решений 

c 
$ (x) = x , 

где с — произвольная постоянная. В этом легко убедиться простой 
подстановкой. 

$ 6. Уравнение Абеля 

Одно из первых интегральных уравнений было изучено Абелем; 
его уравнение имело вид 

$ (5) ds = f (x). | Vio 
a 

Будем также называть уравнением Абеля несколько более 
общее уравнение 

@ 

$ (5) — ws ds = f (x), (1) 

где а — постоянная, O< a< 1. Функцию f(x) будем считать непре- 
рывно дифференцируемой на некотором сегменте [а, 6]. Уравне- 
ние (1) можно рассматривать как уравнение Вольтерра первого рода 
с неограниченным ядром весьма специального вида.
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Уравнение Абеля решается следующим приемом. Допустим, что 
существует решение этого уравнения. Заменим в уравнении х на &, 

обе части полученного равенства умножим на и проин- 
| х— в!“ 

тегрируем по & в пределах от а до X: 

2 t 

J aaa | oy -/ ao 

Слева изменим порядок интегрирования, пользуясь известной 
формулой Дирихле. Это приведет нас к уравнению 

ds = F(x); 2 fro ‘fa = ЕР (2) 

где 

£0 F(x) = / qo pint (3) 
ра 

Во внутреннем интеграле (2) сделаем подстановку Ё=$-- 
--у(х— 5), тогда 

1 

| t _ f dy _ т 

(x —t)'—* (¢ —s)* у* (1— у)!“ — sinax 
0 

Теперь из уравнения (2) следует 

sin ап F(x n= sin az a 7 Lt) 

i $ (x) = (4) 

Таким образом, решение уравнения 0, если OHO существует, 
необходимо представляется формулой (4); отсюда, между прочим, 
следует единственность решения уравнения Абеля. 

Докажем теперь, что функция (4) на самом деле решает урав- 
нение Абеля. Подставим эту функцию в левую часть уравнения (1} 
и положим . 

НЯ 

sin an В” ($ ] ке (x) (5) 
т (х — 5) 

достаточно доказать, что g (x) = /(Х). Рассматривая равенство (5) 
как уравнение Абеля с неизвестной Р’(х) и применяя к этому
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уравнению только что описанный приём, получим 

° НЯ 

fr (s) ds = F(x) — F(a) = [ths dt. (6) 
a 

Выполнив в интеграле (3) подстановку Г = а у(х— а), найдем 

F(x) = (х— ое yim 

откуда следует, что F(a)=0, и равенство (6) дает 

& (1) F(x) = if ence th 

сравнив это с формулой (3), получим. 

Е dt=0, o(f)=g—f(). (7) 
a 

Уравнение (7) есть однородное уравнение Абеля с неизве- 
CTHOH ® (%); оно имеет. очевидное решение в (х) =0, которое, как 
доказано выше, единственно. Таким образом, из уравнения (7) необ- 
ходимо следует, что в (х) =0 и g(x) =f (*). 

Нетрудно изучить уравнения, аналогичные абелевым, но с боль- 
шим числом независимых ‘переменных. Для примера рассмотрим 
уравнение ка 

p(x, у хау __ 

ГЛ У (Yo — y)? — (ж— *)? =F (о, Yo), (8) 

где ви — равнобедренный прямоугольный треугольник с гипотенузой 
на оси ОХ и с вершиной в точке (Xp, Yo) (черт. 3). Чтобы решить 
уравнение (8), умножим обе его части на 

AX Ayo 

У (1 — Yo)? — (41 — Xo)? 

и проинтегрируем по области o;, представляющей собой равнобед- 
ренный прямоугольный треугольник в плоскости ху, Yo, имеющий 
вершину в точке (x, у!) и гипотенузу на оси ОХу (черт. 4). В ре- 
зультате получим 

LISS ф (x, у) ах dy dx 4уо _ 

2 dS V1 у = ба = 40)" V (¥0 — У) — (0—4 
oS = & (хи, у) (9) 
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мы ввели обозначение 

_ Л (хо, Yo) 4Хо Ao” 

§ Au Ув ] J У (y1— yo)? — би %)? 

Изменим порядок интегрирования. Нетрудно убедиться, . что 

у (ZY) dot (z,, у) 

6, (ty) 

IN
 

Черт. 3 Черт. 4 

тогда точка (х, у) будет изменяться в треугольнике в, а точка 
(хо, Yo) — в прямоугольнике т (черт. 4). Теперь имеем 

И: y) dx dy X 

| ___ хо yo _ | 
х ] J V Oi— Yo)? — (41 — Xo)? V (yo—y)? — (x o— x)? gM in 

Для вычисления внутреннего интеграла введем вместо хо и Yo 
новые переменные 

х= HoT NF 0% |. 00—00) 
(¥i— У) (41 — *) ° (yi — у) — (41 — x) * 

В прямоугольнике tT каждая из переменных A и в меняется в пре- 
делах от 0 до 1. В новых переменных внутренний интеграл в урав- 
нении (10) сводится к такому: 

ГГ di du. — а 

JJ Ума-ма—в 

и уравнение принимает вид 

1. 

[ fee у) dx dy = -5 & (хь у1). (11)
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Чтобы решить уравнение (11), повернем оси координат на —135°, 
Формулы преобразования имеют вид 

1 1 
== уз G0: у=— уз C+D. 

Положим еще 

1 
ж = yg 11), W=— 73 (8 + 71). 

Треугольник o, (черт. 4) преобразуется в треугольник Ha черт. 5. 
Обозначим 

(3,.-3) 17 1 

o(% y= 26, 0), sy 8p у) = О Em), 
тогда 

—7T —Е 

- f4@fe@van=eG, w. 
“СТ, 1 И 

(+. , 
Дифференцируя, найдем 

Черт, 5 _ Oa. ерт ® Gy 10 = Ед 
или, если вернуться к старым переменным и писать Хи у вместо 

Ay, И уг 92 дз 

| , & 8 
? (x, y) = O72 (55 — oa) (12) 

Как и в случае одной независимой переменной, можно доказать, 
что функция (12) на самом деле удовлетворяет уравнению (8), 

Уравнение (8) встречается при исследовании отражения волн 
от прямолинейной границы. 

Вернемся к формуле (4). Положив в ней а = + и заменив f/f (x) 

на — V 2g f(y), получим решение задачи Абеля, упомянутой в исто- 
рическом очерке 

у 

V2g 4 1) а ——__ ee Ne 

dyJ Уу-—т 

Интересен частный случай задачи Абеля, когда f(y) = & = const 
в этом случае тяжелая материальная точка достигает наинизшего 
положения за один и тот же промежуток времени fy, независимо 
от того, на какой высоте эта точка начала свой путь. Кривая, 
решающая задачу Абеля в этом случае, называется таутохроной. 
Найдем уравнения таутохроны. 

$ (у) = —
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Имеем 

| ии Ie 

п Ду о y 
£2 

где положено с = 2. Если а — угол между касательной к тауто- 

хроне и осью х, то 

1 V У 
sina = ——_ = — —. 

$ (Y) 2c 

Дифференцируя, найдем dy = 2c sin 2a da, откуда при под- 
ходящем выборе постоянной интегрирования следует 

= ¢ (1 — cos 2а). (*) 

Далее, ах = ctga и = == 4¢ ©0532 а 4а; выбирая опять должным 
образом постоянную интегрирования, найдем 

X= ¢(2a-+ sin 2а). (**) 

Полученные уравнения показывают, что таутохрона есть циклоида. 

$ 7. Понятие о резольвенте 

Вернемся к уравнению Фредгольма 

b 

p(x) —> f К, s) 9 (s)ds =f (x). (1) 
a 

Пусть [Al < =. Тогда уравнение (1) имеет единственное 

квадратично суммируемое решение, которое можно пред- 
ставить в виде ряда Неймана 

од = "к" 
m=0 

или, более подробно, 
со b 

(x) = YN” [Kn le NF) as. @) 

Нашей ближайшей целью является доказательство того, 
что в ряде (2) можно переставить порядок суммирования: и
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интегрирования. Выполним пока эту перестановку формально; 
это приведет нас к выражению 

b © 

FAS Ух” Kn (x, 9) (9) ds. (3) 
а 

Докажем, что ряд 

"Ки (, 3) (4) 

] 
сходится при -|^| < -5 В среднем в основном квадрате. Дей- 

ствительно, норма ||К(х, s)|| ядра, рассматриваемого как 
функция переменных Хх и $ в основном квадрате, равна Be- 

личине В; неравенство (16) § 3 означает, что ||Кш (х, $) |< В". 
Теперь 

| "+2 N+ p | 

[Kae <M: Mle 91 
m=n+1 m=n+1 

N+P ma-1 am со act nin в 

< Ур" "< Ур" "Е о, 
т=п-+1 m=n-+1 

и наше утверждение доказано. 
Сумма ряда (4) называется резольвентой ядра К (х, $), 

или уравнения (1), и обозначается обычно через Г (х, $; A), 
так что 

со 

T(x, $; №) = A” "Kn (%, 9. (5) 
1 77 = 

Будучи суммой сходящегося в среднем в основном ква- 
драте ряда, резольвента квадратично суммируема в основном 
квадрате. 

Заметим, что ряд (5) определяет резольвенту в круге 
1 

|X| < -= комплексной »-плоскости. 

Теперь докажем, что ряд (5) можно интегрировать 
‘почленно по $, предварительно умножив его на произволь- 
‘ную квадратично суммируемую функцию f(s), иначе говоря,
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что справедливо равенство 

b 

fre. $; №) ($) 45 = 

ФФ) b 
со 

= Vit [| К» (х, 9/18) 4 = Ук". (6) 
mat а m=1 

Для доказательства достаточно оценить норму разности 
между левой частью формулы (6) и частичной суммой ее 
правой части. Имеем 

2 b n b 

[те $; ХЛ) 8 — Mr" f Kn (x, s) f ($) ds 

a a m=1 

b © 

f У, "К (х, s) f (5) ds 
а т=п-1 

ыы 
— 

b a 

fd *" "Kn, 9/94 
а m=n+1 

b 

a 

Внутренний интеграл оценим по неравенству Буняков- 
ского. Используя затем неравенство треугольника и нера- 
венство (17) § 3, получим 

3 

Ах. 

b b ow 2 

Sif de ке, 9/94 dx < 
a а m=n+1 

b b со у. 

< ff] "Ка, 9| dx ds = 
аа [| т=п-1 

=. | У "К, s| < 
m=n+1 

со 2 ; 

т-1 рт » | ^[27-2 Ben «ил: ( У pire J ae дк 
m=nt+1
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Тем самым равенство (6) установлено. Теперь формуле (2), 
дающей решение уравнения Фредгольма, можно придать 
НОВЫЙ ВИД 

b 

в =» T(x, $ NF ()ds. (7) 

Применение формулы (7) избавляет от необходимости 
проводить процесс последовательных приближений. 

Введя упрощенное обозначение 

b 

fle, $ 919 48 =D, 

можно формулу (7) представить в виде 

9 (x) =f (x) Е ГУ. (8) 
В заключение сделаем некоторые замечания относительно 

характера зависимости резольвенты от параметра. Ряд (5) 
1 

определяет резольвенту в круге <= комплексной 

Х-плоскости для почти всех значений x и $. Строго говоря, 
резольвенту, хотя она и представляется степенным рядом, 
нельзя считать аналитической функцией от Ah в упомянутом 
круге, так как при некоторых х или $. ряд (5) может и 
расходиться. Легко видеть, однако, что если f(x) и #(х) — 
произвольные квадратично суммируемые в промежутке (а, 65) 
функции, то интеграл 

b Db b 

[те 5; №01 (9) ds, B(x) =f fr. 5; \) f(s) g(x) ds dx 
aa 

есть аналитическая функция OT A в круге <=. Дей- 

ствительно, мы выяснили выше, что ряд (5) можно интегри- 
ровать почленно, предварительно умножив его на произволь- 
ную квадратично суммируемую функцию f(x); полученный 
в результате: ряд 

со b со b 

yet f Kn (x, 8) f(s) ds = YK" = f T(x, $; f(s) ds 
n=1 а | “n=l a (9)
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1 
сходится в среднем по х, если только |^| < =. Составим 

теперь скалярное произведение 

b b b 

( [те si OF (as, в) =f fl $ Л ® 4х аз 
b co 

= f Ух" КУ. водах, 
а n=1 

2 

где g(x) — произвольная квадратично суммируемая функция. 
Докажем, что последний ряд можно интегрировать почленно. 
Действительно, по неравенству Буняковского 

b N+p | b| М№М+р. 3 Ya 

ГУ ку. бах <| ПУ ы lel. 
а n=N+1 a nm=N+1 

что стремится к нулю при N-»>oo в силу сходимости 
в среднем ряда (9). Теперь имеем 

b b со 

[ [те $ мл вах = УК"), =). 0 
n=1 

Ряд (10) есть степенной ряд с числовыми коэффициен- 

тами, сходящийся в круге <=, и его сумма есть 

функция от A, аналитическая в упомянутом круге. В этом 
смысле мы впредь и будем говорить, что резольвента есть 

аналитическая функция от A в круге |A| < =. 

В последующем нам придется рассматривать функции 
вида a(x; A) или A(x, $; A). Будем.говорить, что функция 
a(x, \) аналитична. (соответственно, мероморфна) в некото- 
рой области ^-плоскости, если в этой области аналитично 
(соответственно, мероморфно) скалярное произведение 

b 

(a(x; №), g(x) = fae NE@) ax, 
a 

какова бы ни была квадратично суммируемая функция g(x). 
Точно также будем называть функцию A(x, $; A) аналити-
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ческой или мероморфной в данной области ^-плоскости, 
если при любых квадратично суммируемых функциях f (x) 
и g(x) в указанной области аналитичен или мероморфен 
интеграл 

b b 

[ [Ae $ OF 5094. 

$ 8. Системы линейных алгебраических уравнений 

В теории интегральных уравнений большую роль играют 
известные из линейной алгебры теоремы, относящиеся 
к решению систем линейных алгебраических уравнений. 
В настоящем параграфе мы приведем, большей частью без 
доказательств, те теоремы теории линейных алгебраических 
систем, которые нам понадобятся дальше. Подробно эта 

теория изложена, например, в „Курсе высшей математики“ 
В. И. Смирнова, т. Ш, ч. 2-я. 

Будем рассматривать системы, в которых число уравне- 
ний равно числу неизвестных, т. е. системы вида 

п 

Уатхт = Ox; k=1, 2,..., a. (1) 
m=1 

Числа X13, Xo, ..., Xn И Oy, Oo, ..., бы будем трактовать 
как координаты векторов-столбцов x иб, а коэффициенты аут 
как элементы квадратной матрицы п-го порядка А = | азщ||. 

Тогда систему (1) можно записать как одно векторное 
уравнение | 

Ах =. (2) 

Напомним построение сопряженной матрицы: чтобы полу- 
чить матрицу A*, сопряженную с A, достаточно построить 
транспонированную матрицу и заменить ее элементы ком- 
плексно сопряженными. Таким образом, если А —=|ащ|, 

|. Система уравнений то А*==|@ ий 
А*у —= с, 

или, в развернутой записи, 

п 

У OmIn=%  =1,2,... 0 (3)
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называется сопряженной с системой (1); вектор с, входящий 
в правую часть сопряженной системы, может быть каким 
угодно. 

Определители двух сопряженных матриц суть величины 
комплексно сопряженные и потому они одновременно обра- 
щаются или не обращаются в нуль; сопряженные матрицы 
имеют один и тот же ранг. 

Будем считать известными следующие теоремы о линей- 
ных алгебраических системах. 

Теорема 1. Если определитель системы отличен от 
нуля, то как данная система, так и система, с ней 
сопряженная, разрешима при любых свободных членах, 
и решение той и другой системы единственно. Однород- 
ная система имеет в этом случае только тривиальное 
(нулевое) решение. 

Теорема 2. Если определитель системы разен нулю, 
то однородные системы Ах=0и А*у—= 0 имеют каждая 
p=n—r линейно независимых решений, где г — ранг 
матрицы А. 

. Заметим, что если xM, х®,..., хФ и yl, у9,..., ур 
суть линейно независимые решения систем Ax =0и А*у=0 
соответственно, то общие решения этих систем имеют вид 

р р 

х — >, 1, y= > 15, | (4) 
j= j=l 

* 

где 1; и т, произвольные постоянные. 

Теорема 3. Для того, чтобы неоднородная система (1) 
имела решение, необходимо и достаточно, чтобы ранг 
матрицы А не изменялся от прибавления к ней столбца 
свободных членов. о 

Заметим, что если опредёлитель системы (1) равен нулю, 
а система разрешима, то она имеет бесконечно много 
решений: прибавив к какому-либо решению системы (1) 
любое решение соответствующей однородной системы, мы 
опять Получим решение системы (1). Если определитель 
системы (1) равен нулю, и при этом ранг матрицы A равен г, 
то общее решение системы (1) имеет вид 

р 
х=х® + > т,х®, (5) 

j=l
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где x©) — частное решение системы, ax), / =1, 2,..., p— 
линейно независимые. решения однородной системы Ax —=0. 

Теорему 3 можно заменить следующей ей эквивалентной, 
которой ‘мы и будем пользоваться. 

Теорема 4. Для того, чтобы неоднородная система (1) 
линейных алгебраических уравнений была разрешима, 
необходимо и достаточно, чтобы вектор свободных чле- 
нов этой системы был ортогонален ко всем решениям 
сопряженной однородной системы. 

Приведем доказательство этой теоремы 1), Предварительно 
напомним, что векторы хи у ортогональны, если 

п 

(x, y) = Ltn — 0. 

Обозначим ‘через A; вектор, образованный элементами 

k-ro столбца матрицы А: 

a1k 

A; = Ak k=l, 2, © © Oy п. 

эта запись показывает, что система (1) разрешима тогда 
и только тогда, когда вектор 0 есть линейная комбинация 

векторов A;,, иначе говоря, когда вектор 6 принадлежит 
подпространству, порожденному векторами Ay, Ao, ..., Ap. 
Для этого необходимо и достаточно, чтобы вектор 6 был 
ортогонален к каждому вектору, ортогональному ко всем 
векторам А». Пусть у такой вектор, и пусть у, у›,..., уи—его 
составляющие. Требование (у, 4,) =0, Е =1, 2,..., A, 
равносильно тому, что 

п 

У атут=0, k=1, 2, ..., 0, 
т=1 

1) Приводимое ниже доказательство было указано автору 
Д. К. Фаддеевым.
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т. е. у есть решение однородной системы, сопряженной 
с системой (1). Таким образом, для разрешимости системы (1): 
необходимо и достаточно, чтобы вектор 6 был ортогонален 

к любому решению сопряженной однородной системы, что 

и требовалось доказать. 

$ 9. Интегральные уравнения с вырожденными ‘ядрами 

Ядро K(x, $) называется вырожденным, если его можно 
представить в виде конечной суммы произведений двух 
функций, из которых одна зависит только от х, а другая 
только от $. Вырожденное ядро имеет вид 

K(x, $) = Хак (x) by (3. (1) 

Можно считать, что функции a; (x), так же как и функ- 
ции b,(s), между собой линейно независимы — в противном 
случае можно было бы уменьшить число слагаемых в сумме (1). 

Будем считать, что функции а’ (х) и 6%($) квадратично 
суммируемы в основном промежутке (а, 6) — тогда ядро 
K(x, $) квадратично суммируемо в основном квадрате. 

Подставив в интегральное уравнение 

b 

e(x)—d f K(x, 9) 9(s)ds—f (x) =0 (2) 

вместо K(x, $) его выражение (1), мы приведем это урав- 
нение к виду 

п b 

9) —^ Yi a(x) f o.(s)¢()ds—f(x)=0. 8) 
kel 

Допустим, что уравнение (3) имеет решение. Введя 
обозначение 

b 

f by, (8) $ ($) ds =C,, (4) 

получим равенство 

=» У Cray (x), (5)
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из которого видно, что решение интегрального уравнения 
с вырожденным ядром сводится`к определению постоян- 
ных Су. 

В равенстве (5) заменим обозначение индекса суммирова- 
ния Rk на т, затем обе части этого равенства умножим 
на 6,(х) и проинтегрируем по х в пределах oT а до 6. 
Введя обозначения 

b 

f ат ($) by (5) 45 = аут, 

b 

[fO%XOds=he (6) 

получим систему, которой необходимо удовлетворяют коэф- 
фициенты Су: 

n 

Cy — >) Ohm Cm = Sri k=l, 2, ..., М. (7) 

m=1 . 

Если эта система неразрешима, то, очевидно, интеграль- 
ное уравнение (2) также неразрешимо. Допустим теперь; 
что система (7) имеет решение C,, Cy, ..., C,. Подставим 
эти коэффициенты в равенство (5) и докажем, что построен- 
ная таким образом функция ф(х) есть решение уравнения (2). 
Для этого подставим в уравнение (2) вместо (xX) выра- 
жение (5). Произведя некоторые очевидные преобразсвания, 
мы приведем левую часть уравнения к виду 

Ув [6.— Гы дах Ус, Am ($) ts} 
k=l m=) 

что равно нулю в силу уравнений (7). 
Из сказанного ясно, что интегральное уравнение (2) и 

система линейных алгебраических уравнений (7) эквивалентны. 

Определитель системы (7) равен. 

1 — hag, — haya, .. оу — hain 

D(X) =) Mae Ee ve Man, (8) 
— hana, — hana, ° 9 — ann 



$ 9] ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ВЫРОЖДЕННЫМИ ЯДРАМИ 61 

D(A) есть полином относительно A степени не выше п; 
этот полином отличен от тождественного нуля, так как 

10...00 
2(0)=|0 1... 09| =1. 

оо... 1 

Но тогда этот полином имеет не более п различных 
корней. Если A не сдвпадает ни с одним из этих корней, 
то наше интегральное уравнение с вырожденным ядром имеет 
решение при любом свободном члене, и это решение един- 
ственное; соответствующее однородное уравнение имеет 
только тривиальное (т. е. тождественно равное нулю) реше- 
ние. Если же A совпадает с одним из корней определи- 
теля D(A), то при произвольно взятом свободном члене 
интегральное уравнение, вообше говоря, неразрешимо. Соот- 
ветствующее однородное интегральное уравнение имеет при 
этом нетривиальные (т. е. отличные от тождественного нуля) 
решения. 

`Нетрудно установить их вид. Если уравнение (2) одно- 
родное, то f(x)=0. Тогда f,=0, В =1, 2,..., п, и 
система (7) делается однородной. Ее определитель равен 
нулю и потому эта система имеет некоторое число р, 
lL<p<n, линейно независимых нетривиальных решений. 

Пусть эти решения суть СУ); k=1,2,...,nuj=—1,2,..., р. 
Тогда функции 

сд = № Ск (х; fl 2.5 P (9) 

суть нетривиальные решения однородного интегрального 
уравнения 

b 

9(x)—2 [ K(x, $99 ds = 0, (10) 

ядро K(x, $) которого определено формулой (1). 
Как известно (см. формулу (4)5 8), всякое решение одно- 

родной системы, соответствующей системе (7), имеет вид 

. 2 
C, = т ‚СР,
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где 1, произвольные постоянные. Учтя эквивалентность си- 

стемы (7) и уравнения (2), мы легко убедимся в том, что 
общее решение уравнения (10) при значении A, совпадающем 
с каким-либо корнем определитель D(A), имеет. вид 

р 
(x) = У 1, (*), (11) 

11°. 

где 1 ‚— произвольные постоянные. 

$ 10. Общий случай уравнения Фредгольма 

Решение интегрального уравнения Фредгольма с невы- 
рожденным ядром можно заменить решением двух интеграль- 
ных уравнений, одно из которых разрешимо по методу 
последовательных приближений, или, что то же, через по- 
средство резольвенты, а другое уравнение имеет вырожден- 
ное ядро. 

Такую замену можно осуществить многими способами; 
ниже мы приводим два таких способа, основанных на раз- 
ложении ядра в двойной ряд Фурье. 

Рассмотрим уравнение Фредгольма общего вида 

b 

e(x)—h [ K(x, 8) ¢@)ds= f(x). (1) 

Его ядро квадратично суммируемо в основном квадрате, 
так что интеграл 

f fixe. s) |? dx ds = B? 

конечен. 
Пусть $%(х); Е =1, 2,... —ортонормированная и пол- 

ная в промежутке (а, 5) система функций. Тогда, как мы 
видели (см. § 2), система 

Фи (Х) Фт ($); k, m=1, 2,... (2) 

ортонормирована и полна в основном квадрате, в котором 
ядро K(x, $) квадратично суммируемо и потому разлагается
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‘в ряд Фурье по функциям (2) 
— 

K(x, )= > Anm Pe) 9m (9), (3) 

сходящийся в основном квадрате в среднем. Так как си- 
стема (2) полна, то имеет место уравнение замкнутости, 
которое в применении к функции K(x, $) дает 

oO 

> | Aum |? = B. (4) 
k,m=1 

Зададим теперь произвольное число R>O и будем pac- 
сматривать уравнение (1) только’при тех значениях }, 
которые лежат в круге |h|<R. 

Из ряда (3) выделим частичную сумму 
п 

К" (х, 9) = У Актфь (х) Pm (9. (5) 
m=1 

Очевидно, K” (x, $) представляет собой вырожденное 
ядро. Положим еще 

K(x, $) — К” (x, $) =К’' (x, 9). (6) 

Ряд Фурье функции K’ (x, $) представляет собой остаток 
ряда Фурье функции K(x, $) 

K(x, )= , р , Aim? (%) Pm (9. (7) 

Применяя опять уравнение замкнутости и обозначая 

bb 
в" = ГК (x, s)|? dx ds, 

а а 

имеем 
72 

В = У | Акт }?. (8) 
k>n, m>n 

Ряд (8) есть остаток сходящегося ряда (4) и потому его 
сумма сколь угодно мала, если только п достаточно велико. 

Тогда Выберем п столь большим, чтобы было В < ор. 

18’ < 5.
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Таким образом, по формуле (6) ядро K(x, $) разбито 
на сумму двух ядер 

K(x, $) = К’ (х, s) + К” (x, $) (ба) 

из которых первое имеет характер малого ядра, а второе — 
характер ядра вырожденного. 

В последующем будем говорить, что формула (ба) пред- 
ставляет собой разбиение ядра K(x, $) на сумму ‘ядер 
малого и вырожденного. 

Подставим разложение (ба) в уравнение (1), которое 
перепишем следующим образом 

b b 

p(x) — f K' (x, 9 98) ds = f(x) HA | K(x, 9% 45. (9) 

1. Первый из упомянутых выше способов сведения урав- 
нения Фредгольма к уравнению с вырожденным ядром 
состоит в следующем. Вводим новую неизвестную функ-’ 
цию (x), полагая 

b 

p(x) —d [ K’ (x, 8) ¢(s) ds = 9 (x). (10) 

Чтобы выразить p(x) через новую неизвестную (x), 
надо, очевидно, решить интегральное уравнение (10). Но 

[A | B’ + по теореме 1 § 4 уравнение (10) разрешимо 

и имеет единственное решение. Если резольвенту уравне- 
ния (10) обозначить через I” (x, $; ^), то решение этого 
уравнения по формуле (8) § 7 запишется в виде 

b 

g(x) =o(X) +A | Г’ Ge, $ №90) 45. (11) 

Подставив решение (11) в формулу (9), получим новое 
интегральное уравнение, эквивалентное уравнению (1): 

b b 

p(x) —h [К (=, NOH Jr t; NH At ar—= Fe 
@ а (12)
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Докажем, что ядро уравнения (12) вырожденное. Пре- 
образуем уравнение (12), заменив во внутреннем интеграле 
обозначения переменных интегрирования ¢t, $ на $, Ёи изме- 
нив порядок интегрирования в двойном интеграле 

a 
y)—d f 9) fake + 

| 

+A [ К”, 0 Г 6, 5) a ds = f (x). 

(13) 

Ядром этого уравнения является выражение, стоящее 
в фигурных скобках. ~ 

° Как уже было упомянуто, К” (x, $) — вырожденное ядро. 
Рассмотрим второе слагаемое; 

b 
f K(x, ING, 8,4) dt= 

а 

b n 

— f Aum? (х) Gm EI” (t, $; №) dt = 
а k,m=1 

n bn 

= Ye) J D Avmem ОГ", 83 2) at 
k=1 а т=1 

Здесь интеграл есть функция только от $, значит и второе 
слагаемое в ядре уравнения (13) есть сумма произведений 
функций, из которых одна зависит только от х, а другая 
только OT $. 

Введем обозначения: 

фк (X) = ay (х), 
п | b 

Хы JOC.) om @ |=, ; 
m=1 а
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Тогда ядро уравнения (13) принимает вид 

Хак (x) 6+ (5, | ), 
kel 

и ясно, что это ядро вырожденное. Уравнение (13) теперь 
записывается в виде . 

$) —^ Г Y al) On (8, №4 (9 ds—= f(x). (9 
а kewl 

Замечание. Резольвента I” регулярна в круге [A] < 5 

но В’ sp поэтому резольвента регулярна в круге || <2R 

и тем более в замкнутом круге |^| < КЮ. Отсюда следует, 
что в TOM же замкнутом круге регулярны и функции 

by (5, ^). й 
2. Укажем теперь второй способ сведения общего урав- 

нения Фредгольма к уравнению с вырожденным ядром. Пра- 
вую часть уравнения (9), которую обозначим через Р (х), 
будем рассматривать как величину известную. Мы получим 
тогда уравнение с параметром, удовлетворяющим условию 
|A| B’< 1; решение этого уравнения имеет вид 

b 

p(x) = F (x) +h f T(x, $; ) F ($) ds. 

Подставив сюда вместо F (x) его значение, получим 

b 

Фед = лед --» JT, 8 NSO ds+ 

b 

+2 f K(x, 8) 9 (s)ds+ 

b b 

+ || I" (x, $) ds. Тк’, Do Oat,
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или, если в двойном интеграле изменить порядок и обозна- 
чение переменных интегрирования, 

ъ 

$ —^ | fe s) + 
‚а р 

+ fr (x, t; )K’ (f, s) at | (5) 4$ = 

b 

=f(x)+2 fT" (x, $; Nf()ds. (15) 

Аналогично предыдущему легко доказать, что уравне- 

ние (15) имеет вырожденное ядро. Заметим, что свободный 

член этого уравнения равен 

b 

f(x) +A f I’ (x, 5; ) f(s) ds. 

Замечание. При практическом решении уравнения (1) 
‘целесообразно остаток K’(x, $) в разбиении (ба) сделать 
столь малым, чтобы им можно было пренебречь, тогда ‘сразу 
получается уравнение с вырожденным ядром для неизвест- 
ной Ф(х). 

Вернемся к уравнению (14). Обозначим 

b , 

Crm = [ат (8) Ва (8, №) as, 
а 

b 

Сь= [4$($) 5 6, Nas, 

6 

fu= [ F() bx (в, № 5. 

По способу, изложенному в § 9, для коэффициентов. С» 
получается линейная алгебраическая система 

в 

Сь—^ № Oem m = fis в=1,2,..., 0, (16) 
mal
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где коэффициенты а, суть функции параметра A, регулярные 
в замкнутом круге |A|<R. 

Определитель системы (16) 

1 —Ла11, — Аа, „д — № 

Рв(^) = — hay, 1 — Лао, ..., — Лат * 

_ ant — ano, weep | — Any 

есть регулярная функция oT ̂ в круге |^| < Ю. Если Х та- 
ково, что Ов(^) # 0, то система (16) разрешима, каковы бы 
ни были ее свободные члены f,, и решение ее единственно, 
а тогда исходное интегральное уравнение (1) также разре- 
шимо и имеет единственное решение. Действительно, из 
результатов $ 9 следует, что в этом случае уравнение (14) 
имеет решение, и притом единственное, которое можно пред- 
ставить в виде 

(x) = f (x) +) = Cup (X). 

Подставив. значение (x) в формулу (11), мы найдем 
функцию $(х), удовлетворяющую данному интегральному 
уравнению (1), и ясно, что это решение единственное. 

Если ШОв(^)=0, а f(x)=O0, то уравнение (1) имеет 
только тривиальное решение ф(х) = 0. 

_ Пусть теперь Да (\) =0. Система (16) тогда, вообще 
говоря, неразрёшима, а следовательно, вообще говоря, неразре- 
шимо и данное интегральное уравнение. Предполагая, что 
Рю (^\) =0, рассмотрим однородное интегральное уравнение: 

b 

p(x) —^ F K(x, s) » ($) ds = 0. (17) 

Указанным выше способом заменим его однородным ин- 
тегральным уравнением для вспомогательной неизвестной ф (x) 

bn - 

VOX Уфы %=0 (18) 
a k=1 

оно получается из уравнения (14) при f(x) =0. Уравнение (18) 
в свою очередь сводится к однородной системе линейных
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алгебраических уравнений и, коль скоро определитель этой 
системы равен нулю, то она имеет нетривиальные решения. 
Если через г обозначить ранг матрицы системы, то число 
линейно независимых решений упомянутой системы будет 
равно р—=пи — г, 1< ри. 

Обозначим линейно независимые решения однородной 
алгебраической системы через 

СЯ, СЯ, ..., CP,  ]1=12,..., р. 

Зная эти щения, можно по формуле (9) § 9 построить 
решения однородного уравнения (18): 

$7 (x) = № CY ay, (x), (19) 

и тогда решения уравнения (17) найдутся по формуле (11) 
b - 

о (x)= 9M (x) +2 [IV (x, $; №4 (94. — (0) 
а 

Функции $ (x) и YG) (x), очевидно, связаны между со- 
бой также и соотношением 

LA (2) = $9 (x) —^К’Ф® = 
b 

= 9A (x) —^ | K’(x, 999% 45, (21) 

вытекающим из формулы (10). | 
Докажем, что полученные таким образом решения oY) (x) 

линейно независимы. Допустим противное. Пусть существуют 
такие постоянные 4“), что 

р 

> «(Л ФФ (x) ==0. 
9= 

Составим аналогичную сумму для функций v9) (x). В силу 
соотношения (21) 

@ 

> ap) (x) = р (РФ (х) — (3 ag) ) = =0. (22)
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Подставляя в тождество (22) вместо $9 (x) их значе- 
ния (19) и меняя порядок суммирования, получим 

р Mo п р 
Da > CP ay (x) = У a, (x) Ха? CP =0. 
j=l k=1 k=l j=l 

. у { ° 

Так как функции а’,(х) линейно независимы, TO отсюда He- 
обходимо следует равенство нулю коэффициентов при a; (x): 

2 

У a С — 0; k=1, 2,..., п. 
j=1 

Последние равенства равносильны одному векторному ра- 
венству _ | 

р 
У aC” — 0, 

j=l 

в котором C™ означает вектор с составляющими 

СЯ, CY, ..., CP 

Так как векторы С“) линейно независимы, то необходимо 
a) = 0; j=1, 2,..., р и, следовательно, функции $0) (x) 
линейно независимы. 

` Итак, если Der(A) = 0, то. однородное интегральное урав- 
нение (17) HMeeT р линейно независимых решений of) (x), где 

J=1,2,...,p; 1 < ри. 

Непосредственной подстановкой в уравнение (17) можно 
убедиться, что линейная комбинация этих решений 

р 

ео = 2 1599 ©) (23) 

также является решением уравнения (17). Очевидно, фор- 
мула (23) содержит все решения однородного интегрального 
уравнения (17). 

Рассмотрим теперь неоднородное интегральное уравне- 
ние (1), предполагая, что Де (^) =0. `Это уравнение в 
общем случае неразрешимо; `докажем, что если оно имеет 
хотя бы одно решение $, (х), то. таких решений бесконечно 
много.
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Введем новую неизвестную функцию P(x), положив 

99 = G(x) + 0 (@). (24) 
Подставив выражение (24) в уравнение (1), получим: 

p(x) + ® (x) —ХКх —^КФ = f (x). 

Но по условию $(х) есть решение неоднородного уравне- 
ния (1), поэтому 

p(X) — АКФ =f (x) 

Ф (x) —\K® = 0, 

что означает, что новая неизвестная функция Ф (х) удовлетво- 
ряет однородному интегральному уравнению. Tak как 
Ов(\) =0, то это уравнение имеет бесконечно много реше- 
ний, даваемых формулой 

р 

Ф (x) = > 119 (х). 

Но тогда неоднородное уравнение (1) имеет бесконечное 
множество решений: все они содержатся в формуле 

и, следовательно, 

f 

. р 

9) = % -- 1799 9. (25) 

в которой Y; суть произвольные постоянные. 
Как уже было отмечено выше, Dr(A) есть регулярная 

функция от ^ в круге |^| < В; она отлична. от тождествен- 
ного нуля, ̀ так ‘как Да (0) =1, и потому в круге |A|<R 
она имеет только конечное число нулей. | 

Введем теперь следующие определения. Значения пара- 
метра A, при которых однородное интегральное уравнение (17) 
имеет только `тривиальное решение, будем называть пра- 
вильным, а значение того же параметра, при котором од- 
нородное интегральное уравнение имеет нетривиальные ре- 
шения — характеристическим числом данного ядра К (Хх, $) 
или соответствующего ему интегрального уравнения. Нетри- 
виальные решения однородного интегрального уравнения на- 
зываются собственными функциями этого уравнения или 
его ядра, соответствующими данному характеристическому 
числу.
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Из проведенного выше анализа сразу вытекает: 
а) характеристические числа, расположенные в круге 

[1|<®Ю, совпадают с расположенными в этом круге 
корнями определителя Ов(\), 

6) при правильном значении h неоднородное интеграль- 
ное уравнение разрешимо, каков бы ни был его свобод- 
ный член; решение интегрального уравнения в этом 
случае — единственное. | 

в) данному характеристическому числу соответст- 
вует только конечное число линейно независимых соб- 
ственных функций, 

г) если при характеристическом значении \ неоднород- 
ное интегральное уравнение разрешимо, то оно имеет 
бесчисленное множество решений. 

$ 11. Сопряженное уравнение Фредгольма 

Пусть дано уравнение 

ф (x) — Ko = f(x), 

или, более подробно, 
b 

Ф(х) —^ f К (x, $) ($) ds =f (x). | 0 

Ядро K*(x, $), получаемое из данного ядра K(x, $) пе- 
рестановкой аргументов и заменой полученного выражения 
Ha комплексно сопряженное, называется сопряженным с дан- 
ным ядром. Таким образом, по определению 

К*(х, $) =К ($, x). (2) 

Например, если K(x, $) =х-15, то 

K* (x, $) = ($ ix) =s —ix. 

‚Если ядро вещественное, то К“ (x; $) =К ($, x). 
Уравнение 

b 

в (х) —^ f K* (x, $) ®($) ds = g(x), (3)
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в котором 2(х) — какая угодно квадратично суммируемая 
функция, называется сопряженным с данным уравнением (1). 
Оператор К”, определяемый формулой 

b 

К*ф = [KG s)% ($) ds, (4) 
a 

называется сопряженным с оператором 
b 

ko= [Ke $$ ($) ds, 
а 

Если К — оператор: Фредгольма, то К* тоже есть опера- 
тор Фредгольма; постоянная. В для сопряженных ядер одна 
и та же. 

Сопряженные операторы связаны между собой важным 
тождеством: если (x) и 4(х) произвольные квадратично 
суммируемые функции, то 

(Ke, ф) = ($, КФ). (С) 

Доказательство очень просто. По определению скаляр- 
ного произведения 

b b Db 

(Ke, W= f PH) Кеах = f [ К, 999) 9G) dx ds. 

Заменяя обозначения переменных интегрирования х на $ 
и наоборот, получаем 

b b 

(Ke, = | [ КС, De@YOdxds= 

b b 
= fo) ах | КС, х)$ (5) 4$ = 

b b о 
= feeds [KC HO = [| o@) -KYde=@, КУ, 

что и требовалось доказать.
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Важно отметить, что ‘сопряженный оператор полностью 
определяется соотношением (С), именно, если некоторый 
оператор Ё удовлетворяет тождеству 

в котором 9 и Ф произвольные квадратично суммируемые 
функции, то Lb=K*p, Действительно, вычитая из тожде- 
ства (Са) тождество (С) находим (9, Lbp—K*p)=0, Зафиксировав 
как-либо функцию $, видим, что разность [$ — К*ф орто- 
гональна к любой квадратично суммируемой функции $. 
Но ‘тогда эта. разность ‘ортогональна и к самой себе. По 
свойству 4 скалярного умножения ($ 2), [ф==К*. 

Установим некоторые простые свойства сопряженных 
операторов. — 

1. Пусть К и Е — два оператора Фредгольма. Имеем 

(Ke, p) — (4, K*p): (Lg, ф) — (9, L*y), 

(Ke-+Lo, $) = (ф, Кф-- 144). 
Теперь тождество (С) дает 

КЕ =К-Ь. (5) 

2. Пусть ^ — постоянная. Имеем 

OKe, $) = (Ke, №) =, К* 04) ) = (@, ХК), 
и из тождества (С) следует, что 

К)" = АК". 
3. Повторное применение тождества (С) дает 

(КЁф, $) = (, К") = (, ГК). 

(KL)* = L’K*, (6) 
т. е. оператор, сопряженный произведению, ‘равен произве- 
дению сопряженных операторов, взятых в обратном порядке. 

Полагая L =К, находим, что (K*)* = (К*)?. По индукции 
легко получается общее соотношение (К”)* = (К*)", откуда 
следует соотношение для итерированных ядер 

Кь(х, 5) = Кб, ^). (7) 

отсюда 

Отсюда 
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Если <, то уравнение (3) разрешимо по методу 

последовательных приближений, и решение его единственно. 

Это решение можно построить через резольвенту I(x, $5; » 
уравнения (3) по формуле 

b 

o(x) = Е) +2 | Г*(х, 8; Е ds= g(x) Где. 
а 

Резольвента вычисляется по формуле 

I*(x, ss) = УЛ” "K(x, 9. 
nm=1 

Так как Kn (x, $) = Кь ($, x), то 

Г* (х, $; №) = Г (5, x: №). 

Отсюда, между прочим следует, что операторы Г, 
bd 

и Г; — сопряженные. 

Обратимся к исследованию сопряженных интегральных 
уравнений. Если ядро уравнения (1) вырожденное, 

K(x, 5) = 2% (x) by (S), 

то, как мы знаем, это уравнение сводится к системе алге- 
браических уравнений 

® .. 

Cy— Dd GemCm = Ли k= 1, 2, “ee ey h, (8) 
m=1 

где 
b 

Ohm = f ат (x) 6х (х) ах. 

Уравнение, сопряженное с уравнением (1), имеет вид 

w (x) —)K*o = g(x). 
Ero ядро тоже вырожденное 

K(x, )= Din ба.)
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а в таком случае сопряженное уравнение сводится тоже 
к алгебраической системе. Построим эту систему. Имеем 

п b 

о (4) —X У, 5,69 а.) (5) ds = g (x). 
mal a 

Обозначим 
b 
fan) о (8) ds = ст. 
а 

Тогда уравнение перепишется в виде 

© (2) 2 № ет bm (4) = 5 (9). 

Умножив обе части этого равенства на ах (х) и проинтегри- 
ровав в пределах от а до 6, получим 

п 

св — А 3 Onl = 2 k=1, 2,..., И, (9) 

где 

4 —— 

gi. = | a, g(x) ах. 
a 

Очевидно, системы (8) и (9) линейных алгебраических 
уравнений, соответствующие сопряженным интегральным 
уравнениям с вырожденными ядрами, суть системы сопря- 
женные. 

Докажем, что и в общем случае невырожденного ядра 
можно свести сопряженные интегральные уравнения (1) и (3) 
к сопряженным линейным системам. Для этого предварительно 
сведем уравнения (1) и (3) к интегральным уравнениям 
с вырожденными ядрами. Применив к уравнению (1) первый 
из способов $ 10, получим уравнение [см. уравнение (13) § 10] 

|, b 

99 —^ | К" (х, yh [ K(x, tI” (t, s: dt} X 

X $(s)ds= f(x). (10)
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Чтобы преобразовать уравнение (3), заметим, что если 
ядро K(x, $) разбито на сумму 

K(x, $) =К’ (x, $) К’ (x, $), 

то соответственно 

К*(х, )==К” (x, 9) К” (x, 5), 

* 

причем ядро К” (x, $) вырожденное и 

Ик s)[ ака ГПК Рах 4з=В”. 

аа 

Теперь запишем уравнение (3) в виде 

b b 

о (®)—Х [ K(x, s) ($) 48 = g(x) + [ K(x, $) в ($) ds. 

Применив второй из способов, указанных в 5 10, полу- 
чим [см. уравнение (15) $ 10] интегральное уравнение с вы- 
рожденным ядром 

b b С 
w (x) —^ f ha (x, s)-X f I” (x, t; К” s) dt w(s)ds= 

b 

= g(x) +2 f Г” (x, $; №) g(s)ds. (11) 

Из формулы (6) следует, что вырожденные ядра уравне- 
ний (10) и (11) — сопряженные, а в таком случае, как было 
сказано выше, эти уравнения сводятся к сопряженным алге- 
браическим системам. 

$ 12. Теоремы Фредгольма 

Теорема 1. Уравнение Фредгольма имеет не более 
счетного множества характеристических чисел, которые 
могут сгущаться только на бесконечности. 

В комплексной A-nAOCKOCTH проведем окружности с общим 
центром в начале координат и с радиусами 1, 2, 3,....
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Эти окружности разбивают ^-плоскость на счетное множество 
областей. 

Как мы уже видели, в круге любого радиуса п содер- 
жится только конечное число характеристических чисел. 
Но тогда” в каждом кольце n<|A|<n-+-1 их, очевидно, 
тоже содержится конечное число; множество всех характе- 
ристических чисел представляет собой сумму счетного мно- 
жества конечных множеств, а такая сумма, как известно, 
либо счетная, либо конечная. 

Точка сгущения характеристических чисел не может 
находиться на конечном расстоянии от начала — в противном 
случае нашелся бы круг на плоскости A, который содержал бы 
бесконечное множество характеристических чисел. 

Теорема 2. Если значение ). правильное, то как данное 
интегральное уравнение, так и сопряженное с ним урав- 
нение, разрешимо при любом свободном члене и решение 
каждозо из этих уравнений единственно. Соответствую- 
щие однородные уравнения имеют только тривиальные 
решения. 

Для данного уравнения теорема 2 была уже сформули- 
рована и доказана в § 10. Чтобы доказать эту теорему для 
сопряженного уравнения, достаточно напомнить, что сопря- 
женные уравнения сводятся к сопряженным линейным систе- 
мам. Если значение A правильное, то определители этих 
систем оба отличны от нуля; отсюда вытекает, что не только 
данчое, но и сопряженное интегральное уравнение разрешимо 
и его решение единственно. 

Теорема 3. Если значение \ характеристическое, то 
однородное интегральное уравнение, так же как и сопря- 
женное с ним однородное. уравнение, имеет нетривиаль- 
ные решения. Число линейно независимых решений 
однородного интегрального уравнения конечно и равно 
числу линейно независимых решений однородного сопря- 
женного уравнения. 

Однородные сопряженные интегральные уравнения сво- 
дятся к однородным же сопряженным алгебраическим систе- 
мам. Значение A — характеристическое Поэтому определители 
указанных систем равны нулю, обе системы имеют нетри- 
виальные решения и число линейно независимых решений 
одно и то же для обеих систем. Но каждому решению 
алгебраической системы отвечает решение соответствующего
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интегрального уравнения, и наоборот, а линейно независимым 
решениям алгебраической системы отвечают линейно неза- 
висимые решения интегрального уравнения. Отсюда и следует, 
что при A характеристическом однородные сопряженные 
интегральные уравнения имеют нетривиальные решения, 
причем числа линейно независимых решений ‘конечны и сов- 

падают для обоих уравнений. 
Теорема 4. Для: того, чтобы неоднородное интеграль- 

ное уравнение было разрешимо, необходимо и достаточно, 
чтобы его свободный член был ортогонален ко всем 
решениям соответствующего однородного сопряженного 
интегрального уравнения. 

Таким образом, если данное интегральное уравнение 
имеет вид 

то теорема 4 утверждает, что необходимым и достаточным 
условием разрешимости уравнения (1) является равенство 

(1, в) =0, (2) 
где w(x)— любое решение уравнения 

w (x) —ХК*® = 0. (3) 

Теорема 4 тривиальна, если значение A правильное: в этом 
случае w==0, так что условие (2) выполняется автомати- 
чески; в то же время, в силу теоремы 2, уравнение (1) 
разрешимо при любом свободном члене. 

Пусть Х — характеристическое. Уравнение (1) сведем, 
по первому способу $ 10, к уравнению с вырожденным ядром 

$ (x) — (ККТ) $ =f (x). (4) 
Пусть ядро этого уравнения имеет вид 

2% (*) by (8). 

Повторяя рассуждения $ 9, мы сведем уравнение (4) к системе 

сх Yount == Л fa= J 100) 09d (5) 
m=1 

k= 1, 2, eee, п.
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Для разрешимости системы (5), а с ней и уравнения (1), 
необходимо и достаточно выполнение равенств 

п 

Ут = 0, 6 ль (6) 

гле 7,5 В =1, 2,..., П — любое решение однородной 

системы 
ори 

Vk —^ > Я кт — 0, (7) 
m=1 

сопряженной с системой (5). Остается только показать, что 
условия (6) и (2) тождественны. Но условие (6) сразу при- 
водится к виду 

b n n \ 

Гуса Уи, дах = f, Ут, = 0, 
К=1 k=l 

а функции 

как легко видеть, совпадают с решениями уравнения (3). 
Действительно, уравнение (3) имеет вид 

m=1 

n | 

5 (я —Х Y Bn) f ат (S) w ($) ds = 0. 

Обозначим 
b 

Галь ©) © (8) ds = Ym, 
a 

тогда 

w (x) — А tmbm (x) = 0. 

Умножая на а,(х) и интегрируя, придем к системе (7). Тем 
самым установлена тождественность условий (6) и (2), а вместе 
е тем и справедливость теоремы 4. 

Из теорем Фредгольма вытекает так называемая альтер- 
натива Фредгольма, которой чаще всего пользуются при 
исследовании интегральных уравнений.
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Либо неоднородное уравнение разрешимо, какова бы 
ни была его правая часть, либо соответствующее одно- 
родное уравнение имеет нетривиальные решения. 

Первая часть альтернативы имеет место, если данное 
значение параметра правильное, вторая — если оно характе- 
ристическое. 

$ 13. Резольвента 

Будем рассматривать общее уравнение Фредгольма 

b 

g(x) —h f K(x, $) $ ($) ds = f (x). (1) 

В § 7 было установлено, что если <, то существует 

функция Г(х, $; 4) — резольвента уравнения (1), — зная кото- 
рую, можно сразу построить решение этого уравнения: 

b 

e(x)=f (x) +2 T(x, $ NF (9) ds: (2) 

при упомянутых значениях A резольвента разлагается в сте- 
пенной ряд м 

Г(х, 5; y= TK, (x, 5), (3) 
n=1 

‚и является регулярной функцией параметра A в круге |] < =. 

В настоящем параграфе будет показано, что аналогичную. 
функцию можно построить для всех правильных значений ), 
иначе говоря, что резольвенту можно аналитически про- 
должить на всю комплексную ^-плоскость за исключением 
характеристических чисел ядра K(x, $5). 

Зададим некоторое число Ю `> 0 и будем рассматривать 
уравнение (1) при’ правильных значениях A, расположенных 
в круге |^|< К. | 

Как 06 этом многократно говорилось выше, ядро K(x, $5) 
можно разбить на сумму ядер К’ (х, $) и К” (x, $5), из KOTO- 
рых первое удовлетворяет неравенству 

b ь 

f fiw, s)[Pdx ds < ри,
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а второе вырожденное; будем писать его в виде. 

К" (x, 5) = Хи. 

Путем введения вспомогательной неизвестной 

b . 

ф(х) = $ (x) —2 [К (x, $) $ (5$) 4$ 

< 

уравнение (1) сводится к алгебраической линейной системе (16) 
$ 10; решая ее по формулам Крамера, найдем 

С By Dy ОЛ (4) 
77 =1 

где А’ (^) — алгебраическое дополнение элемента определи- 
теля Оь (^), стоящего на пересечении’ R-ro столбца и т-й 
строки. “ 

Зная коэффициенты Су, найдем 

BO) SS) AA 2 City 9) 
И 

b 

Фед = фед ALT, 5; NY) = 

=f (x) У, Cun (x) + 
kent | 

b n 

+ f IY (x, $; № | (НА У, Стих ® 45. — (5) 

а k=1 

Выражение (5) преобразуем, заменив коэффициенты С, 

их значениями (4), а числа /„— по формуле (6) § 9, в ко- 

торой следует заменить би» (5,^) Ha 

b 

Um (5, 3) = (9) НХ fT’ (t, $; №» 4,
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так что — 

b 

= [ f() 5» ($, №) аз = 
b b 

= [| зы foes ^) Um (В dt } ds. 

Все слагаемые, содержащие интггрирование, объединим; 
там, где’ это необходимо, изменим обозначения переменных 

интегрирования так, чтобы везде под знаком интеграла 
аргумент функции f был обозначен буквой $. Наконец, 
под знаком интеграла вынесем f(s) за скобку; выражение 
внутри скобки, которое, очевидно, зависит от xX, $ HA, 
но не зависит от свободного члена f(s), обозначим через 
Г(х, $; 4) и назовем резольвентой ядра K(x, $) при значении 
параметра A. Теперь формула (5) приводится к следующей 

b 

e(=S()+A LT, $ NF (Oas, 

по форме совпадающей с формулой (2). | 
Только что описанные преобразования нетрудно выпол- 

нить фактически, и они приводят к представлению резоль- 
венты, годному в круге |\| < В: 

Г(х, $; N=I" (x, 5; OF 

+r ih) у Ат (A) Uy (х, DE d), (6) 

k, m=1 

где | Е 
+ 

iy (х, 2) = щ (x) ED fT’ (x, 6 ща (7) 

Из формул (6) и (7) легко усмотреть, что при любом 
правильном A резольвента квадратично суммируема в основ- 
ном квадрате. 

Докажем теперь, что резольвента единственна, если она 
существует. Точнее говоря, докажем следующее предложе- 
ние: пусть ^ — правильное значение параметра, и пусть 
существуют две функции Г,(х, $; № и Tax, $; №),
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квадратично суммируемые в основном квадрате и такие, 
что при любом свободном члене f(x) решение уравнения 
(1) представимо каждой из формул 

(x) =f (x)? Г Г, (+, $; YF (9) ds (8) 

am) 

p(x) =f(x) +2 | Ть(х, 3 18) 45. (9) 

Тогда при данном Х необходимо Г, (х, $; №) == Го (x, $; 2). 
Для доказательства вычтем равенство (9) из равенства (8). 

Это приведет нас к тождеству 
b } 

fic, 5 № — Г, (х, 8; VIF (ds =0, 
а 

верному для любой квадратично суммируемой функции f(s). 
Разность „Г, (х, $; ^) —Г.(х, $; 4) двух квадратично сум- 
мируемых функций сама квадратично суммируема в основном 
квадрате; по теореме Фубини эта разность квадратично 
суммируема по $ в основном промежутке (а, 5) при почти 
всех х. Произвольно зафиксируем такое х и возьмем 

1($) = Г. (х, $; ^) — Гь(х, $; ^). 
Тогда последнее тождество дает 

\ 

ГИГ, ©, $; Ю — Габи, 5; Раз =0, 
а 

откуда и следует наше утверждение, * 
Отметим следующие свойства резольвенты. 
1. Резольвента мероморфна на всей ^-плоскости. Для 

доказательства заметим, что определитель Dr ©), алгебраи- 

ческие дополнения A,;,,, (A), функции и (х, №), Um (5, №) и ре- 
зольвента Г’(х, $; ^) регулярны в круге |A| < К, а тогда 
формула (6) показывает, что в этом круге резольвента pe- 
гулярна всюду, за исключением разве лишь расположенных 
в этом круге нулей определителя Dp (A). Таким образом,
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в любом круге |^| < В резольвента может иметь в каче- 
стве. особых точек только конечное число полюсов, а это 
и означает, что резольвента мероморфна на всей плоскости. 

2. При малых ^ резольвента определяется рядом (3). 
Это непосредственно следует из доказанной выше единствен- 
ности резольвенты. 

3. Полюсы резольвенты совпадают с характеристиче- 
скими числами ядра. ` 

В круге |^|< А полюсами резольвенты могут быть 
только нули определителя’ Ор (^), которые суть характе- 
ристические числа интегрального уравнения. Докажем, что, 
наоборот, всякое характеристическое число есть полюс 
резольвенты. Допустим противное. Пусть в. характеристи- 
ческом числе № резольвента регулярна. Обозначим через Wy (Хх) 
какое-либо нетривиальное решение однородного сопряжен- 
ного уравнения | 

о (x) — ®К*ь = 0. 

В силу теоремы 4 Фредгольма уравнение 

$ (X) — Кф = Wp (х) (10) 

неразрешимо. Пусть теперь ^— правильная точка, близкая 
к Л. Уравнение | 

$ (x) — ХК = о (х) (11) 
имеет решение, которое получается из общей формулы (2), 
если в ней заменить f (X) на W(x) 

b 

9 (#) = (x) +d [ T(x, $; № в (5) 45. 

Подставив это в уравнение (11), получим тождество, которое 
после элементарных упрощений принимает следующий вид: 

| 6 

fre, 5; №) в (5) ds— [К(х, 8) {9 (8) + 

b 

+f Ts, t; Yo at} dea
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Для краткости обозначим левую часть последнего тожде- 
ства через w(x, ^), так что это тождество принимает вид 

>. 

u(x, №) =0. 

Умножив это скалярно на произвольную квадратично 
суммируемую функцию g(x), имеем 

dD. 
0=(u(x, ^), g(x) = || [ге $; № ($) g(x) dx ds — 

b b 

~ — ff Ke, Эа ах ds+ 

b b 

+if [ гс, 5 ЛО ава (12) 

где функция о 
b 

h(s)= f K(x, $) g(x) dx 

квадратично суммируема. 
По предположению резольвента T(x, $; ^) регулярна 

в точке №. В силу определения, данного в конце § 7, это 
означает, что правая часть тождества (12) есть функция 
от A, аналитическая в точке №. В таком случае в этом тож- 
дестве. можно перейти к пределу при ^-› №, что дает 

(a(x, №), g(x))=0. 

Полагая здесь g(x) = и (x, Ay), получим |и(х, №) ||? —0, 
Отсюда u(x, №) =0, или 

b b 

fre, $; №) ® (5) ds— [| K(x, | ©+ 

b 

+r [ГС t; и и = ах.
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Последнее тождество показывает, что уравнение (10) 
имеет решение, равное 

b 

W(x) + J Г(х, $; №) во ($) ds. 

Полученное противоречие показывает справедливость нашего 
утверждения. 

Замечание, Как и всякая мероморфная функция, резоль- 
вента может быть представлена в виде отношения двух целых 
функций. Можно доказать, что 

D(x, $; № 
I(x, $; ^) = DO)” 

где функции D(x, $; 4) и.) (A) суть целые ‘функции от A, которые 
выражаются так называемыми PROOME Фредгольма 

s) №", D(x, $; ) = уе 

n=0 

= —1 7% 

р (A) = У, ( =. СА”. 

n=0 

Co=1, Во(х, s)=K(x, $), 
Здесь 

Сь = | Bu-1 (x, x)dx, п>0; 

a 

b b 

Bu (х, d= fu. [ Mn (te 5, ty oo) ty) ав, ..., dey, n> 05 
a a 

К (x, $), K(x, 11), ..., К (х, ty) 

An (x, $, th bey tn) — К (11, $), К (41, ty), ..., К (#1, tn) 

К (1, $), К Ens Ц), ..., К(@ь en) 

Можно доказать также, что корни „знаменателя Фредгольма“ 
D(A) совпадают с характеристическими числами ядра К (х, $). 

Ряд (3) для резольвенты есть ряд Тейлора аналитиче- 
ской функции T(x, $; A) в окрестности точки Х =0. Из 

общих теорем теории функций комплексной переменной 
известно, что радиус сходимости ряда Тейлора равен
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расстоянию от центра круга до ближайшей особой точки раз- 
лагаемой функции. Но особые точки резольвенты суть ха- 
рактеристические числа данного ядра. Поэтому, если A, — 
наименьшее по модулю характеристическое число, то ряд 
(3) сходится в круге |^|< [Ay]. В том же круге, очеви- 
дно, сходятся и последовательные приближения для урав- 
нения (1). 

Следствие: Если в некотором круге |< В нет xa- 
рактеристических чисел уравнения (1), то в этом круге 
последовательные приближения сходятся. Очевидно также, 
что в круге радиуса, большего чем |A, |, последовательные 
приближения. сходиться не могут. 

$ 14. Случай многих независимых переменных 

В приложениях часто приходится решать интегральные 
уравнения, в которых неизвестная функция зависит от не- 
скольких независимых переменных. Теория Фредгольма 
с естественными изменениями распространяется и на такие 
уравнения. 

Пусть дано уравнение 

ФФ —^]... Д КФ, QeQWo=lfPy, — (1) 

в котором Д— конечная или бесконечная область (не обя- 
зательно связная) т-мерного пространства; Р и О — точки 
области О, аУо— элемент объема в указанном простран- 
стве; значок Q внизу указывает, что интегрирование совер- 
шается по переменной точке Q, тогда как точка P остается 
при этом интегрировании неподвижной. Далее, х(Р) озна- 
чает неизвестную, a /(Р)— данную функцию, A— данный 
численный параметр. Для краткости будем интегрирование 
по области D обозначать одним знаком интеграла, B~COOT- 
ветствии с чем будем записывать уравнение (1) в виде 

+(Р)—* [ KP. Qe (QdVvo=f(P). (1a) 
D 

Уравнение (1) назовем уравнением Фредгольма, если 

ГПкф, OP ave ayy В? < оо. (В) 
DOD
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Условие (А) для случая многих переменных принимает та- 

КОЙ ВИД 

ГК, QPaVo< A=const. (A) 
D 

Сопряженное ядро определим равенством 

K* (P, Q)= KQ, P). 

Для уравнения (1), ядро которого удовлетворяет пере- 
численным выше условиям, справедливо все сказанное в пред- 
шествующих параграфах. Так, это уравнение разрешимо по 

1 
методу последовательных приближений, если |^| < =» H pe- 

шение в этом случае единственно. Уравнение C вырожден» 
ным ядром, т. е. с ядром вида 

KP, @) = Хак (Р)вь ©) 

сводится к алгебраической линейной системе; путем разбие- 
ния ядра на вырожденное ‘и малое можно общее уравнение 
Фредгольма свести к уравнению с вырожденным ядром 
и таким путем установить справедливость четырех теорем 
Фредгольма. Доказательства всех этих утверждений полу- 
чаются простой перефразировкой доказательств, приведенных 

в предшествующих параграфах, и мы предоставляем это сде- 
лать читателю. ° 

Часто приходится иметь дело с интегральными уравне- 
ниями вида | 

(P)—d [| K(P, Q¢@ а5‹=/(Р), (2) 
S 

где $ — некоторая поверхность, 450 — элемент ее площади. 
Уравнение (2) просто сводится к виду (1). Для этого доста- 
точно ввести параметрические уравнения поверхности $ и за- 
тем в качестве независимых переменных и переменных инте- 
грирования ввести параметры, определяющие положения то- 
чек Ри О.
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$ 15. Уравнения со слабой особенностью 

Будем рассматривать сразу случай многих независимых 
переменных, изменяющихся в некоторой конечной области D 
т-мерного пространства, и в соответствии с этим писать 
интегральное уравнение в виде 

(P)—d [КФ, V9 @QdVvo=Fs (P). (1) 
D . 

Обозначим через г расстояние между точками P и Q, 
Ядро К(Р, Q) назовем ядром со слабой особенностью; 
если существует такая постоянная a, O<a<-m, что про- 
изведение r*K(P, ©) ограничено. Ядро со слабой особен- 
ностью можно, следовательно, представить в виде 

K(P, g=f4F9) 5 0<а<м, (2) 
где А(Р, Q) ограниченная функция. Если К(Р, О) —ядро 
со слабой особенностью, то мы будем называть уравнение (1) 
и входящий в него интегральный оператор соответственно 
уравнением и оператором со слабой особенностью. 

т ; 
Если <, то оператор co ‘слабой особенностью есть 

в то же время и оператор Фредгольма, ядро которого удо- 
влетворяет условию (А). 

_ Действительно, пусть | А(Р, Q)|<C=const, тогда 
dV 

fIKe, о Рас < с? f 52. 
р р 

Введем сферические координаты с центром в точке Р. 
Тогда, как известно, dVg==r™-ldrdS, где dS — элемент 
площади поверхности гиперсферы радиуса единица. Обозна- 
чим эту гиперсферу через $, а площадь ее поверхности 
через |S|!). Наконец, через # обозначим диаметр области О. 
Тогда при любом положении точки Р область О лежит внутри 
гиперсферы радиуса й с центром в точке Р. Отсюда 

dV ау т-2а . 
Q Q [S| № 

Г 2a < , - fas f pm tos dt = m—22a ’ 
D r< 

94/2 

T (1/2). 
1) Напомним, что | $ | =
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И 
С? | S| №" 28 
т— 25 ‘ fixe. Q)PaVga< A, A= 

D oo 
Итак, ядро К(Р, О) удовлетворяет условию (A); раз 

область D конечная, то это ядро также и квадратично 
суммируемо. По определению, оператор 

[KE. Ve@aVo 
D 

есть оператор Фредгольма. 
Теорема 1. Пусть K(P, Q) ядро co ‚слабой особен- 

ностью. Интеграл 

ф(Р) = J K(P, Q9(Q)dVo 
% 

существует при почта всех PED, если функция o(P) 
квадратично суммируема в D, и представляет собой 
функцию, также квадратично суммируемую в О. | 

Доказательство разобьем на четыре части. 
п° |. Интеграл 

Ур 
|= 
D 

ограничен при любом положении точки © внутри или Ha 
границе области О. Действительно, обозначим, как и выше, 
через № диаметр области D, тогда, повторяя предшествую- 
щие рассуждения, найдем 

fu с" 
га > m—a 

n°2. Очевидно, существует „двойной“ интеграл 

f ] ОР дурауе, = 
р р 

< ау m—a 

= f le@pave [РИ joy, 
D D 
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По теореме Фубини почти всюду в О существует и сум- 
мируема в D функция точки P, задаваемая интегралом 

| $ (Q) |? Ус. 
re 

п°3. Функция K(P, Q)¢(Q) суммируема почти при всех 
PED. Действительно, если. | А(Р, ©) |< С, то 

1 
КФ, ФФ <5 ОЕ}. 
По доказанному в п’! и n°2 первое слагаемое справа 

суммируемо при почти всех PED, второе — при всех PED 
а тогда произведение К(Р, @)+(@) суммируемо при почти 
всех РЕД. Тем самым доказано, что функция Ф(Р) опре- 
делена почти всюду в области D, 

n°4, Функция Ф(Р) квадратично суммируема в О. Дей- 
ствительно, 

i 
ly) < | мо. “idol < 

D 

ее. et dV y. 

По доказанному Bn°2 правая часть последнего Hepa- 
венства, а с ней и функция |Ф(Р)|, суммируемы в 0; при 
этом 

wi={ fivmravs yc CSI |. ®) 

Teopema 2. Пусть 

КР, <, |, © <= 
где С; и С. — постоянные и 9 < о<т, 0O<B<m. Тогда 
ядро 

М(Р, 9= | КФ, КК, Фа (4) 
D
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имеет оценку 
fe, atB<am, 

IMP, 95| Пти, «ЕВ (5) 
- | т. a+ 6m, 

где си с! — некоторые постоянные. 
Заметим, что М(Р, О) есть ядро произведения операто- 

ров, ядра которых суть К(Р, О) и L(P, 0). 
Приступим к доказательству теоремы. Обозначим через # 

диаметр области D, через ro и г, — расстояния между точ- 
ками Р, R и О, Ю соответственно. Тогда 

| МФ, Q)| < <сс, [д < С.С, я 
п <В 

Поместим начало координат в точке Р и проведем ось x, 
через точку Q так, чтобы направление от Р к Q было по- 
ложительным. Тогда точки Р и О имеют координаты 
(0, 0,..., 0) u(r, 0, ..., 0). Координаты точки R обозна- 
чим через X1y, Xo, ..., Хм. 

В этих обозначениях имеем 

(6) 

т _ т 

= > xp, = (м, — Г = x2, 

В интеграле’ (6) сделаем подстановку x,==ry,; kR=1, 

т 

2 — 2 Полагая р? = У имеем 

И. ] пи. © 
г 

Оценим интеграл (7). Прежде всего 

Ay, Ayo, ..., ут = рт! do dS, 

Далее, 0? —2y,+1 >(0— 1). Нетрудно видеть, что 

при р>2 справедливо неравенство (р— 1)? > re
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Действительно, 
1 

р— 1) —1Р=- т (3p — 2)(9 — 2), 

что положительно при р > 2. Отсюда 

С.С 1“ ao 15 M(P, 1 | Г и IM(P, Q1< рт | J ий" 

2 ] pm—1—a—B фр as]. 

<< _ 

Заметим, что первый интеграл справа есть величина по- 

стоянная, которую мы обозначим Через а. Если «В < т, 
то, вычисляя второй интеграл справа, получаем 

Врут-а-В IMP, ФСС $ [а < 

т) 
Если «В = т, то 

|M(P, 91< 6,6, S| (a+ № nse), ww
 

Наконец, если «--В > т, то 

h/r 

CC 
| M(P, Q) | < en | -+ QF ] ae < 

2 

Cie [5 C:Co| S gma 
< SG S| я fac =) 

Таким образом, оценка (5) установлена во всех случаях. 
Следствие. Если ядро имеет слабую особенность, то 

все его итерированные ядра, начиная с некоторого, 
ограничены. | 

Действительно, если ядро К(Р, @) имеет вид (2), To, 
как это следует из только что доказанной теоремы, п-ое 
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итерированное ядро имеет оценку 

Св A 
[Kn (P, Q) | < pna—(n—1) m , 

Cr na—(n—1)m<0, 

a—(n—Il)m> 0, 

где С„ некоторая постоянная. Таким образом. К„(Р, О) 
ограничено, если 

п> (8) т—а° 

Замечание. Для последующих приложений достаточно 
т 

было бы предполагать, что n> 5т— а). 

—(п—1)т_< -5- и ядро K,,(P, Q) удовлетворяет условию (А). 

Тогла na— 

Обратимся к уравнению (1), которое будем также запи- 
сывать короче следующим образом. Прежде всего инте- 
гральный оператор в этом уравнении будем обозначать че- 
рез Ky. Далее, введем в рассмотрение тождественный 
оператор Г, определяемый соотношением Jp ==9(P). Теперь 
уравнение (1) запишется так: р 

(I—)kK) 9 == (Р). (9) 

Выражение /—^К можно рассматривать как многочлен 
первой степени относительно К. Можно составлять относи- 
тельно А многочлены более высокой степени; такие много: 
члены можно складывать и умножать по обычным правилам 
сложения и умножения многочленов, если при этом обра- 
щаться с Г как с единицей. 

Введем в рассмотрение целое число п, такое, что п > — 

и число ==е*; к обеим частям уравнения (9) применим 
оператор 

(I — eK) (eK)... (Г— ="-ЙК) = 

= IE AK ENKI et IK" (10) 

Мы получим тогда уравнение 

((— К") 9 =f (P) АКК... + МК",
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или, обозначая правую часть через F (P) 

e(P)—*" || К„(Р, Чао =Е). (11) 
р 

Мы преобразовали тем самым уравнение (1) в уравне- 
ние (11) с п-ым итерированным ядром; в силу условия 
(8) ядро уравнения (11) ограничено и, так как область D 
конечна, то это уравнение фредгольмовское. Очёвидно, вся- 
кое решение уравнения (1) удовлетворяет также уравнению 
(11); обратное утверждение, вообще говоря, неверно. 

Перейдем к доказательству теорем Фредгольма для уравне- 
ния (1). Для уравнений со слабой особенностью введем неко- 
торые понятия, аналогичные тем, которые были введены 
в свое время для уравнений Фредгольма. Значение № назы-. 
вается правильным для данного ядра K(P, Q), если одно- 
родное уравнение | 

(1— №К) $ =0 . (12) 

имеет только тривиальное решение, и характеристическим, 
если это однородное уравнение имеет нетривиальные решения. 
Такие решения ‘мы будем называть собственными функциями 
ядра К(Р, ©), отвечающими характеристическому числу №. 
Заметим еще, что определение и свойства сопряженного ядра 
распространяются и на ядра со слабой особенностью. 

Теорема 1. Ядро со слабой особенностью имеет не 
более чем счетное множество характеристических чисел, 
с единственной возможной точкой сгущения на беско- 

нечности. 
Сформулированная теорема равносильна’ утверждению, 

что в любой конечной части комплексной ^-плоскости имеется 

не более конечного числа характеристических чисел. | 
Доказательство. Применив к обеим частям уравне- 

ния (12) оператор (10), в котором положено: ^ == №, мы при- 
дем к однородному уравнению Фредгольма 

((— №К") ф==0.. (13) 
`Ему удовлетворяет каждое решение уравнения (12), по- 

этому, если № есть характеристическое число уравнения (12), 

то №0 есть характеристическое число уравнения (13). 
Рассмотрим круг |A|<R, где R произвольно зафикси- 

рованное число. По теореме 1 Фредгольма ядро K,(P, Q)
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имеет в круге радиуса К” с центром в начале только ко- 
нечное число характеристических чисел, а тогда в круге ради- 
уса А с центром в начале уравнение (12) также имеет только 
конечное число характеристических чисел. Этим для ядра 
со слабой особенностью доказана теорема 1 Фредгольма. — 

Мы уже говорили, что веякое решение уравнения (1) 
удовлетворяет уравнению (11). Докажем, что можно выбрать 
число п так, чтобы оно удовлетворяло нерзвенству (8) и 
чтобы всякое решение уравнения (11) удовлетворяло уравне- 
нию (1), так что эти уравнения будут равносильными. Пока- 
жем, прежде всего, что число п можно выбрать так, чтобы 

оно удовлетворяло неравенству (8). и чтобы ни одно из чисел 

eh, eA, ..., M1), где ee”, не было характеристическим. 
Допустим, что это невозможно. Обозначим через ри, ро, 

2 

Pz, ++. простые числа, большие, чем ———, M пусть ej =e “J. 

В силу нашего допущения, для любого / найдется такой 
к. 

показатель Ry, 1<R;< py что число & Я ^ будет при дан- 

ном ^ характеристическим для ядра К (Р, ©). Так как числа р; 
простые, то среди чисел 

antl 5 

нет равных. Ho тогда на окружности с центром в начале 
и радиусом Лу ядра К(Р, Q) окажется бесконечно много 

2 g 

характеристических чисел 5) —=е Ру ), что противоречит 
j 

теореме 1 Фредгольма. Поэтому существует такое простое 

' т 
число py > ———, Что соответствующие ему числа exh, 

eh, ..., ет") все правильные. Примем п == ру. 

Уравнение (11) можно записать в следующей форме: 

(I — eK) (— eK)... J —e®- 2K) I — 1K) oo = 

= (J — eK) (J — eK)... I —e® KY f,
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Перенося свободный член налево, получим 
n— 1 

Па-юи—юз—л=о 
Положив (J —\K) 9 —/ =, приведем последнее уравнение 
к виду 

n-1 

Пи-еЮе=0. (14) 
jai | 

Обозначая далее 
п-—1 

в: = (Г — е7ХК) в, 
jad 

представим уравнение (14) в виде 

(1 — ehK) Wy = 0. 

о Так как eX правильное число для ядра K(P, Q), то 
91 ==0, т. е. 

п-1 

Пае-:=Юео=о0. 
7-2 

Полагая 
n—-1 

Пие-=ЛЮо=о 
7=3 . 

и пользуясь тем, что значение =2\ правильное, найдем, что 
«2 ==0. Продолжая этот процесс, мы в конечном счете най- 
дем, что © ==0, то есть, что 

((—^К)ф =f. 
Таким образом, всякое решение уравнения (11) удовле- 

творяет уравнению (9). Это значит, что указанные уравнения 
эквивалентны. Полагая теперь /(Р)==0, найдем, что уравне- 
ния (12) и (13) эквивалентны и, в частности, имеют одно 
и то же число линейно независимых решений. 

Докажем теперь, что для уравнений со слабой особен- 
ностью верна третья теорема Фредгольма. 

Напишем сопряженные с (12) и (13) уравнения 

(1— №К*)ф= 0, (15) 
((—№%К*) o = 0. (16)
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Уравнение (13) типа Фредгольма и число его линейно 
независимых решений конечно. Обозначим это число через г. 
Тогда ‚уравнение (16) имеет тоже Г решений. Обозначим 
через г* число линейно независимых решений уравнения (15). 
‘Всякое решение уравнения (15). удовлетворяет также и уравне- 
нию (16), поэтому 

< г. 

Если теперь рассматривать уравнение (15) как исходное, 
а уравнение (12) как ему сопряженное, то точно так же мы 
придем к выводу, что. 

* гхг. 

Окончательно получаем 

r= r*, 

т. е. сопряженные уравнения (12) и (15) имеют одинаковое 
число линейно независимых решений. Теорема 3 Фредгольма 
доказана. | 

Перейдем к доказательству четвертой теоремы Фред- 
гольма. Докажем сперва необходимость условия теоремы. 
Пусть уравнение (1) разрешимо и пусть 9(P) какое-либо 
его решение. Рассмотрим однородное сопряженное уравне- 
ние (15) и пусть Ф(Р) какое-либо решение этого нового 
уравнения. Покажем, что (f, $) =0. Действительно, 

(f, ») = (9 —Кф, ф) = ($, $) —A (Ke, $). 

Но в силу соотношения (С) (см. § 11) 

^(Кф, YP=AG KPH MY) 
и, следовательно, 

(1) = ($, $ — ($, ХК) = ($.$—^К*) =0. 
Теперь докажем достаточность условия теоремы 4. Выше 

было показано, что можно выбрать такое целое число п, 
чтобы ядро К„(Р, О) было ограничено и чтобы уравнение (11) 
было равносильно исходному. В силу этого для разреши- 
мости уравнений (1) и (11).будут достаточными одни и те же 
условия. Ho для разрешимости уравнения (11) по четвертой 
теореме Фредгольма достаточным является условие 

(Е , w) = 0,
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где & — любое решение сопряженного с (11). однородного 
уравнения (16), в котором следует заменить № на A, а F (P) 
имеет следующее значение: 

n—1 

F(P) =f 4K + RR ERK = J] eK) f. 
jai 

-YpaBuenve (16) может быть переписано в виде 

п—1 

(1—^"К*) в = ША—е=)К*о =0. 
j=0 

Выделим множитель, соответствующий индексу /==0. 
Тогда последнее уравнение запишется так: 

п—1 

(i —dK*) Ц(—=К*о =0. 
j=l 

Если мы обозначим 

п-1 _ 

[TP u— ek o= 9, (17) 
j=l 

TO получим, что у 

(I —)K*)b=0. 

Отсюда видно, что  eCCTb решение однородного сопряжен- 
ного с (1) уравнения. 

°— Преобразуем теперь условие (Р, в) =0, являющееся, 
как мы выяснили, достаточным для разрешимости ‘уравне- 
ния (1). Пользуясь опять соотношением (С), получаем: 

n-1 n—1 

(Е, ®) = ( TT u—ex«)f, .) = (+ Il (J — i K*) .) =(f, $) 
jai 

и достаточное условие разрешимости уравнения (1) прини- 
мает вид 

| (1, $ =0. 

Как мы видим, это условие состоит в том, что свобод- 
ный член f должен быть ортогонален к тем решениям одно- 
родного сопряженного уравнения, которые могут быть пред- 
ставлены в виде (17). Но тогда, тем более, будет до- 
статочным требование ортогональности свободного члена ко 
всем решениям сопряженного однородного уравнения. Этим 
теорема 4 Фредгольма доказана полностью.



$ 16] о НЕПРЕРЫВНОСТИ РЕШЕНИЙ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 101 

Нетрудно видеть, что выражение (17) исчерпывает все 
решения однородного сопряженного уравнения — в противном 
случае мы пришли бы к противоречию с необходимым усло- 
вием разрешимости уравнения (1). 

Вторая теорема Фредгольма утверждает, что если 
значение ^ правильное, то как уравнение (1), Tak Hu сопря- 
женное с ним уравнение, разрешимы при любом свободном 
члене и решение каждого из них единственно. Покажем, 
что это имеет место и в случае уравнения со слабой осо- 
бенностью. 

Докажем разрешимость уравнения (1) при правильном ^. 
В этом случае уравнение (15) имеет единственное решение 
ф==0. Тогда необходимое и достаточное условие существо- 
вания решения выполняется тождественно, так как (f, $) = 
— (/, 0) =0 при любой функции f(P). Единственность ре- 
шения следует непосредственно из условия, что \ — правиль- 
ное. Точно так же доказывается существование и единствен- 
ность решения сопряженного уравнения. 

$ 16. О непрерывности решений интегрального уравнения 

В приложениях интегральных уравнений Фредгольма осо- 
бый ‘интерес представляют непрерывные решения. Поэтому 
желательно выяснить те условия, при которых решение ин- 
тегрального уравнения будет не только квадратично сумми- 
руемым, но и непрерывным. 

Интегральное уравнение 
b 

p(x) —2 f K(x, 8) 9(9) ds =f (x) (1) 

будем рассматривать в предположении, что основной про- 
межуток (а, 5) конечен, а ядро не только квадратично сум- 
мируемо, но и удовлетворяет условию (А): 

b 

fIK@ Pas <a. (A) 

Теорема 1. Если свободный член интегрального урав- 

нения (Г) ограничен, а само уравнение разрешимо, то 
любое его решение ограничено.
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‚Если f(x) ограниченная функция, то она тем более 
квадратично суммируема. Напомним, что решение (x) 
квадратично суммируемо в силу требования, наложенного 
нами (см. $ 1) на искомые решения уравнения Фредгольма. 

Переписав уравнение (1) следующим образом 

b 

e(x)=S(X) +) ] K(x, 8) 9(9) ds, (2) 

мы представим решение уравнения (1) в виде суммы двух 
слагаемых; первое из них, f(x), ограничено, и достаточно 
доказать ограниченность интеграла. Но это сразу вытекает 
из неравенства Буняковского 

| 
b 

[Кс 9%) &|< 

ь z 
| fiecoras <VA ||. 

a 

ro
l 

= 

b 
< Иксо $) 24$ 

Следствие. Если ядро удовлетворяет условию (А), 
то его собственные функции ограничены. Действительно, 
бобственные функции это решения интегрального уравнения, 
в котором f (x)= 0, но в таком случае f (x) — ограничен- 
ная функция. * 

Будем говорить, что ядро К (x, $) непрерывно в. целом, 
если оно удовлетворяет следующему условию: по данному 
е`> 0 можно найти такое 8 >> 0, что если |x,—x,|< 8, то 

b 

кое, 8) —К (хо, s)| ds < г. 

Укажем несколько простых случаев, когда ядро непре- 
рывно в целом. 

I, Если ядро непрерывно по совокупности переменных х 
и $ в замкнутом квадрате @< x, $<.6, то оно, очевидно, 
непрерывно в целом. 

Il. Если ядро, удовлетворяющее условию’ (A), разрывно 
в основном квадрате только вдоль конечного числа п линий, 
представимых уравнениями $ = 2; (х); R=1, 2,..., И, © не-
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прерывными функциями 2,(х), то это ядро непрерывно 
в целом. 

Для простоты ограничимся случаем одной кривой раз- 
рыва s=g(x) (черт. 6). Возьмем произвольную точку’ 
х, С [а, 6] и положим $, = g(x,). Окружим точку xX, интер- 
валом Хх — «хх, й; число A выберем столь малым. 

Е2 

чтобы в точках этого интервала было | 2 (х) — $ | < y= 4A’ 

S| 

GZ 

~~
) 

\
X
 

a ПО 

X-h X, X,+h 

Черт. 6 

m
e
 

< 
- т
 

>
 

где в — произвольное положительное число. В прямоуголь- 
никах 

Hy hx Ев аз <я— 21, y+ 2K s<Kb (*) 

(на черт. 6 они заштрихованы) ядро непрерывно. 
Пусть |х› —х, | < Ё. Имеем 

b , 

Лксь $) —К (x2, $)1 4$ = 

а 

8-21 81-24 6 

= + Г 4+ f =44+4+% 
а 81—21 8,+29
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Далее, 
8127 8, +27 

>< f | K(x, s)|ds+ f | K (2, s)|ds. 
8,—29 81—21 

По неравенству Буняковского 

8-21 _ 8+2 | 

Г 1K, 914 <2Ут4 | Ke, 98 < 
8-24 81—21 

<2VAn= 7. 

Отсюда hos. Выберем теперь число 8< В так, чтобы 

при |х› —х,|< 5 подынтегральная функция в Л и J; была 

по модулю меньше, чем 
€ 

. это возможно благодаря 5—2) это BO3 re) дар 

непрерывности ядра в прямоугольниках (*). Теперь 
b 

ко, Э—Коь Nlds<e, |№—ж |< 

что и требовалось доказать. 
Ш. Пусть по-прежнему ядро удовлетворяет условию (А). 

Непрерывность в целом не нарушается, если, кроме конеч- 
ного числа линий разрыва, ядро имеет в основном квадрате 
еще и конечное число изолированных точек разрыва. 

Теорема 2. Если свободный член уравнения (1) непре- 
рывен на сегменте [а, 6], а ядро непрерывно в целом, 
то любое решение уравнения (1) непрерывно на сегменте 
[а, 6]. 

Достаточно доказать непрерывность интеграла в соотно- 
шении (2). Обозначим. 

b 

u(x) = f K(x, $) 9(s) ds. 

Непрерывная на сегменте [а, 5] функция f(x) ограничена; 
по теореме | настоящего параграфа решение (x) уравне- 
ния (1) также ограничено: |o(x)|< M=const. Зададим
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теперь число => 0 и подберем такое 8>0, чтобы при 
|х; — х2| <8 было 

b 

К $) —К (%2, $)| ds < м. 

Тогда 

|# (х1) — и (%2) | = 

* 6 

Пк, ) —K Ge, 9198) ds] <e, 

что и требовалось доказать... 
Следствие. Если ядро непрерывно в целом, то его 

собственные функции непрерывны. 
Рассмотрим уравнение со слабой особенностью 

$(Р)—Х | KP, 9з@ауо=/(Р); (3) 
D 

под О будем понимать замкнутую конечную область т-мер- 
ного пространства. 

Ядро уравнения (3) имеет вид 

K(P, 9=—^ 9, ока и, 

где числитель A(P, Q) ограничен, когда точки Р и О про- 
бегают область 0; пусть 

|А(Р, 0)| < С. (4) 
Напомним введенное в предшествующем параграфе обо- 

значение 

Е(Р) = ЛР) НКУ КУ... МК", (5) 
где, как обычно, 

Ке= | K(P, Q9(QaVo. 
р 

Исследование решений уравнения со слабой особенностью 
опирается на следующие леммы. 

Лемма 1. Если функция f(P) ограничена в О, то u 
функция Е(Р) ограничена в О.
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_ Пусть f (Р) ограничена 

7 (Р)| < 
Докажем прежде всего, что yun Kf также ограни- 

чена. Действительно, 

А(Р, dV iKf|=| [AE r@avelcce, fF. 
1D D 

Обозначим Через A диаметр области О). По неравенств 
°16 15 P у n 

LC S| A™-4 IKf\< 1| | —, 

т— а 

и, следовательно, функция Kf ограничена. “Геперь нетрудно 
доказать ограниченность последующих слагаемых в выраже- 
нии (5). Действительно, К?/ =К(КТ); так как Kf ограни- 
чена, то по только что доказанному и K2f ограничена. Так 

же доказывается ограниченность Kf й т. д. до К”. Теперь 
ограниченность функции Р(Р) очевидна. 

Лемма 2. Если функция f(P) ограничена в О, а функ- 
ция А“Р, О) непрерывна в 0, то функция К непре- 
рывна в О. 

Обозначим Kf = =(Р). Имеем 

g(P)—e(Pd= [1КФ, 9— КФ, Wf @dWe. 
- D 

Обозначим через ® шар с центром в точке P, ‘и радиу- 
сом 1, который будем предполагать достаточно малым; 
расстояние между точками P, и Р., будем считать меньшим, 
нежели 7. Разбив область D на области хи D—a, легко 
получим | 

(Ро— (Рос, ПКФ, Ф—Кь Чао + 
D-w 

aVo. 

(6) 

через г. и Г› обозначены расстояния от точки Q до точек 
P, и Pz соответственно, а через Cy — верхняя граница | f(Q)|.
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Оценим каждый из интегралов (6). Имеем. . 

Т ао Г ae. 
= 

o 74 п <in п 
Введя полярные координаты с центром в P,, получим 

и , 
ау РИ т-—а 2) s| f Pdr, = SL 7 m—a 

Далее, го == |Р›О | <|Р›Р,|-|Р:9 | <л- ги, поэтому 

Ле = J dVo < {2 dVo — 1$ Qn)" 

ro <. т— а о 
w 2 п": < п. < 27 

Теперь ясно, что при достаточно малом 7 сумма второго 
и третьего слагаемых в (6) будет, независимо от положения 
точки P,,- меньше ¢€/2, где в — произвольно малое положн- 
тельное число. Зафиксируем таким образом 7 и обратимся 
к первому интегралу в (6). В области D—w величина 
r,>7 > 0;-в силу непрерывности функции А(Р, @)` можно 
выбрать такое 5 >> 0, чтобы при |Р\Р»| <° было - 

[К (Pi, 9) —К(Рь 9] < УСТ. 

где [2 | — объем области О. Тогда первое слагаемое в (6) 
меньше з/2, и 

|8 (Ро — 8 (P2)| < в. 

Лемма доказана. 
Теорема 3. Если свободный член уравнения со слабой 

особенностью ограничен, то любое решение этого урав- 
нения ограничено. 

Возьмем п столь большим, чтобы ядро К„(Р; Q) было 
ограничено. Решение ф(Р) уравнения (3) удовлетворяет также 
уравнению Фредгольма 

(P)—2" | K,(P, Q¢(Q dVo=F (P). (7) 
D 

По лемме 1, свободный член уравнения (7) ограничен, 
а тогда, по теореме 1, ограничено и решение этого урав- 
нения.
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Теорема 4. Если свободный член уравнения со слабой 
особенностью и функция A(P, Q) непрерывны в D, то 
любое решение этого уравнения непрерывно в О. 

Будучи непрерывной в замкнутой области D, функция 
Л(Р) в ней ограничена. По теореме 3 решение х(Р) урав- 
нения (3) ограничено; по лемме 2 функция Кф непре- 
рывна в 0. Но тогда и функция o(P)—=f(P)+ Ko непре- 
рывна в D, 

Следствие. Если функция А(Р, Q) непрерывна в О, 
то собственные функции ядра со слабой особенностью 

KP, д=2 ©: ®, ока<т 

непрерывны. 

$ 17. Системы интегральных уравнений 

Система интегральных уравнений Фредгольма второго 
рода с одной независимой переменной имеет вид 

п b 

(xe) AD f Kale, $) 91 ($) ds = Л, (x); 1=1,2,..., п. (1) 
1.1 а 

Примем, что ядра Ky (x, $) квадратично суммируемы 

в основном квадрате, а свободные члены /,(х) квадратично 

суммируемы в основном промежутке; от искомых функций 
$; (x) также потребуем, чтобы они были в основном про- 
межутке квадратично суммируемы. На такие системы ` пол- 
ностью распространяется теория, развитая в предшествую- 
щих параграфах. Так, нетрудно показать, что для системы (1) 
последовательные. приближения сходятся в среднем к реше-, 
нию системы, если A удовлетворяет неравенству 

1 <->, (2) 
где на этот раз 

п bb 

B= У, [Kn 9Paxas. (3) 
4, 1=1а а
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Если ядра Кл(х, $) удовлетворяют еще и условию (А): 

b 

Пк (x, $) 2 ds < Ад = const, 
а 

то последовательные приближения сходятся регулярно. 
Если все ядра Кл(х, $) вырожденные, то система (1) 

сводится к линейной алгебраической системе. В общем слу- 
чае можно также осуществить такое сведение с помощью 
разбиения каждого ядра Кд(х, $) на сумму ядер вырожден- 
ного и малого; таким путем можно установить, что для 
системы интегральных уравнений Фредгольма справедливы 
все четыре теоремы‘ Фредгольма. 'Для этого необходимо 
должным образом определить понятие сопряженной системы 
интегральных уравнений и понятие ортогональности. Сопря- 
женной с системой (1) называется система интегральных 
уравнений 

т 0b 

о; ()—Х У, [ Куб, ху (9) ds = g; (9), 
1=1 а 

где функции &,(х) произвольны; две системы функций f; (x) 

И 81 (х); J=1, 2,..., m, Или, если угодно, две вектор- 

функции 

F(x) = {Л ©), №(х), «++. Sn (X)}, 

g(x) = {81 (x), 82 (x), ..., Bn (x)} 

называются ортогональными, если 

b 

io=y f fy (x) By (x) dx = 0; 
j=la 

самое число 

п b 

a= fig @ax 
jolla 

называется скалярным произведением вектор-функций f(x) 
и g(x), а число |/|=УС, р — нормой вектор-функции 
f(x). Все сказанное без труда распространяется на случай 
любого числа независимых переменных.



110 УРАВНЁНИЯ ФРЕДГОЛЬМА [гл. 1 

Мы не станем на этом останавливаться более подробно, 
так как можно легко обойти все трудности, связанные 
с построением теории Фредгольма для системы интеграль- 
ных уравнений вида (1). Именно, такую систему легко 
преобразовать в OOHO интегральное уравнение muna 
Фредгольма. Докажем это. Определим функции @(x) и 
F(x) в промежутке (a, nb — (п — 1) а), положив 

® (x) = 9, (x —(V/ — 1) (6 —a)), 

F (x) =f; (x —V —1) 6 —4)), 

если 

(1—1 —0—2а<х<—0—Па. 

Точно так же зададим ядро K(x, 3) в квадрате а < х< 
<nb—(n—l)a; ax<s<inb—(n—1)a, положив 

K(x, $ = Ky (x — VU —1)@—a), s—C—1)(6—a)), 

если 

(71—10 —9—2да<х<Лл—(—Па, 

1—1 —(—2)а<;5<—@—Па. 

Теперь система (1) записывается в виде одного уравне- 
ния Фредгольма 

nb—(n—1)a 

D(x) —d f K(x, $) ® ($) ds =F (x). (4) 

a 

Выше было принято, что ядра Ky, (x, $) квадратично 
суммируемы в основном квадрате, а свободные члены 
1, (х) —в основном промежутке (а, 5). Нетрудно видеть, что 

построенное нами ядро К(х, $) квадратично суммируемо 
в новом квадрате 

é 

a<x<nb—(n—1)a: ac<s<nb—(n—l)a, 

а свободный член F(x) квадратично суммируем в проме-
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жутке (а, пб — (п — Га). Действительно, 

nb=(n—1)a nb—(n—1)a 

| Г (ке, )Pdxds= 
а а 

п jo-(g-1) a 1b—(1—2) 

= У, f f [K(x, $) 2 ах а$ = 

j, 1=1 (j- ue (j-2)a (-15-@-2а 

n | 

=» f fike+u-ve-o, s+ 
- j,lmia a 

4 (l—1)(b—a)) Pdx ds = 

n b b 

=» | ЛК, s)Paxds = В? < оо. 
9,1=1а a 

Точно так же 

nb—(n—1)a n b 

Г первая = У fli @ Pax < оо, 
а ]=1 а 

Докажем еще; что ядро K(x, $) удовлетворяет усло- 
вию (А), если этому условию удовлетворяют ядра системы (1). 
Рассмотрим ‘интеграл 

-—(п-1а п lb—(-1)a 

[К (x, s)Pdx= У, f | K(x, $) [2 4$ = 
а 1=1 (1-1)6-(1-2) а р 

п b 

=У Пк, s+(l—1) © —@[ 465. 
{1 а 

Пусть ((/—l 6—YV—2)a<x< jb—(i—1)a. Тогда 
в [-ом слагаемом последней суммы 

K(x, 5 +(—106—а))= 

= Ky (x — 4—1) 6 —a), 5) = Ky (х,, 8),
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где х’=х—(]—1) (6 — а). Очевидно, a< x’ <b. Теперь 

nb—(n—l)a n b n 

Го ко 9Pas=Y fikp@’, yPasc Mansa, 
a 1=1 а t= 

где 

п 

А= тах >) Ay. 
j Jel 

$ 18. Примеры нефредгольмовских интегральных 
- уравнений 

В настоящем параграфе мы приводим ‘несколько приме- 
ров интегральных уравнений, для которых делаются невер- 
ными те или иные теоремы Фредгольма. Естественно, во 
всех этих примерах требование квадратичной суммируемости 
ядра в основном квадрате оказывается нарушенным. 

п°]1. Рассмотрим уравнение 

оо 

$9 —^ | е12-#16(5) ds = f(x). (1) 

Ядро этого уравнения K(x, $) =е-12-3! не квадратично 
суммируемо. В самом деле, 

+00 оо +00. 

J J lke $) Рах а$ = f ax J е=2 18-81 45, (2) 

`Вычислим внутренний интеграл: 
é ® 

+00 2 

| е-2 12-81 ds = fe-?@-9 ds f e-2(8-2) 45 =; (3) 
— CO -_с 4 

ясно, что интеграл (2) бесконечен. Любопытно, что ядро 
е-12-81 удовлетворяет условию (А)— это видно из фор- 
мулы (3). 

Уравнение (1) решается следующим образом. Обе его 
части подвергнем преобразованию Фурье, для чего умножим
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| 1 . . 
это уравнение на Viz e—txt и проинтегрируем по х в пре- 

. к 

делах от — со до + co. Обозначим 

со 

Ti ] e-iaty (x) ах = Ф (2), 

о 

= ] e~ixtf (x) dx = F (t) 

и вычислим двойной интеграл 

{оо +00 

= f f[ e-ist-l2-81 9 (5) 4 4х = 

со со 

= У [ e@as | e-iet-ie-vlay, 

Во внутреннем интеграле сделаем подстановку x = $ у. 
Тогда | 

_ -- "FOO “Foo 

f e—ixt—|x—-8| dy — e—ist f е- 1-11 dy, 

= CO —со 

Последний интеграл легко берется: 

со 0 со 

2 -iyt-lyldy= (1—4) —y +t == 

Теперь 
+00 

о . 2 = ] — 18 ds = —-— ® 

Vuapa J) ° '?® 8 =тя о 

и мы приходим к очень простому уравнению 

| (1 — rz) °O=F 0. (4) 
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Если os, TO Грн 0. В этом случае 

147 ФФ = ЕР Е (t) (5) 

и, применяя обратное преобразование Фурье, мы приходим 
к решению уравнения (1): . 

+00 +00 

ф (x) = УЗ ] et@® (1) dt = Vis ] га 2 ©). 

. (6) 

Если же >t. TO функция Ф(Р, определяемая фор- 

мулой (5), будет, вообще говоря, несуммируемой, а в таком 
случае уравнение (1) неразрешимо. Итак, значения пара- 
метра, при которых нефредгольмовское. уравнение (1) не 
всегда имеет решение, не изолированы, а заполняют луч 

1 | 
^ > 5. Напомним, что для уравнений Фредгольма такое 

явление невозможно: из теорем 1 и 2 Фредгольма выте- 
кает, что значения A, для которых уравнение Фредгольма 
не всегда разрешимо (это суть характеристические значе- 
ния A), расположены изолировано. 

1 
Заметим ‘ еще, что значения A > = =, при которых урав- 

нение (1) может оказаться неразрешимым, не суть харак- 
теристические числа этого уравнения. Действительно, если 
f(x)=0, то Р(Р==0, а тогда из уравнений (5) и (6) вы- 
текает, что необходимо $ф(хХ)==0. Таким образом, при лю- 
бом Л однородное уравнение (1) имеет только тривиальное 
решение; это значит, что упомянутое` уравнение не имеет 
характеристических чисел. 

Сходные результаты можно получить для более общего 
уравнения 

+ со 

p(x) —h J K (x —s)9 (s)ds =f (x), 

если его ядро удовлетворяет условию 
+ со 

[ | K (x) | dx < ©.
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n° 2. Пусть Г — гладкий замкнутый контур, расположен- 
ный в комплексной плоскости. Интеграл 

f О at, (ЕТ (7) 
Г 

расходится в обычном смысле, однако, он существует 
в весьма широких условиях, если его рассматривать как 
„главное значение интеграла“ или „сингулярный интеграл“. 
Вырежем точку Г окружностью радиуса в с центром в й 
оставшуюся часть контура Г обозначим через Г.. Сингуляр- 
ный интеграл определяется формулой 

ф (6) a) Le az pe Oo. It 4. 

Сингулярные интегралы вида (7) играют большую роль 
в теории функций комплексного переменного и в прило- 
жениях этой теории благодаря известной теореме о пре- 
дельных значениях интеграла типа Коши, доказанной Сохоц- 
ким и, позднее, Племелем. Пусть 2 — произвольная точка 
комплексной плоскости, не лежащая на Г. Положим 

Фок J tS к at. 

Пусть 2—>ЕЕГ. Предельные значения функции. Ф (2), 
когда Z2—>f соответственно изнутри или извне Г, обозначим 
через Ф; (№ и Ф,.(. По теореме Сохоцкого — Племеля !) 

Фета c= 20 at, 
1 

®,)=—>°O+5> О dt. 
Г 

Пусть функция $ф(2) регулярна внутри Ги непрерывна 
вплоть до Г. Тогда Ф (2) =0 вне Г, и O, (4) =0, или 

eO—4+ rf tr 2 a == 0, (8) 

1) См., например, А. И.  Маркушевич, Теория аналитических. 
функций, 1950,
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Эта формула показывает, что A= 1 есть характеристическое 
число „сингулярного“ интегрального уравнения 

d о, 
0—4. [2% 4% =0, (9) 

Г 

и этому характеристическому числу соответствует беско- 
нечное множество линейно независимых — собственных 
функций — ими являются предельные на Г значения функций, 
регулярных внутри Г и непрерывных вплоть до Г. 

Пусть теперь $) регулярна вне Ги $(со) =0. Тогда 
Ф (2) =0 внутри Г, =) и 

| eO+—/ tla 
‘¢ 

|| 0. (10) 

Это равенство означает, что уравнение (9) имеет еще 
одно характеристическое число A==—1, которому также 
соответствует -бесконечное множество линейно независимых 
собственных функций; на этот раз ими являются ‘предель- 
ные значения функций, регулярных вне Г, обращающихся 
в нуль на бесконечности и непрерывных вплоть до Г. Для 
уравнения (9) неверна теорема 3 Фредгольма, по которой 
каждому характеристическому числу соответствует только 
конечное число линейно независимых собственных функций. 

n° 3. Пусть Г — окружность радиуса единица с центром 
в начале координат, и пусть |A| > 1. Рассмотрим сингуляр- 
ное интегральное уравнение 

h t рр h t . 
eO+4 ее fteou=o. (11) 

Г т 

Докажем, что этому уравнению удовлетворяет функция 

t 
(= г. (12) 

Имеем 
1 | 

9 = Рог ° 

Функция 9, (2) =~ регулярна` внутри Г, а функция 

1 
92 (2) = тоё—т РеГУлярна вне Г и обращается в нуль на
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бесконечности; обе функции непрерывны вплоть до Г. По 
формулам (8) и (10) 

1 91 (№1 1] фа (т 1 
1 99 4 =, a J 5—1 a= 0—1) 

Г 

Отсюда 

1 Ф (5) __ 1 1 

if 45 = — h(At—1) ^ 

1 $ » 1 
oe | 12 a= 7. 

Подставив это в левую часть уравнения (11), получим 

Кроме того, 

t t 

wot +! — yer #=0. 
Мы выяснили, следовательно, что при любом hk, пре- 

восходящем единицу по модулю, однородное уравнение (11) 
имеет нетривиальное решение (12); это значит, что любое Х, 
|[^| >> 1, есть характеристическое число уравнения (11). и 
совокупность этих чисел заполняет всю внешность единич- 
ного круга. Для уравнения (11) неверна теорема 1 Фред- 
гольма. 



ГЛАВА Il 

УРАВНЕНИЯ РИСА — ШАУДЕРА 

Ф. Рис и Ю. С. Шаудер распространили теорию Фред- 
гольма на широкий класс уравнений, которые` ‘отличаются 
от уравнений Фредгольма тем, что в них оператор Фред- 
гольма заменен так называемым вполне непрерывным опера- 
тором. В настоящей главе мы будем рассматривать вполне 
непрерывные операторы, действующие в классе квадратично 
суммируемых функций. 

$ 19. Основные понятия 06 операторах 

Будем, как и в гл. I, рассматривать множество функ- 
ций, квадратично суммируемых в конечном или бесконечном 
промежутке (а, 6); в настоящей главе мы будем система- 
тически пользоваться обычным обозначением этого множе- 
ства [.(а, 6). Будем говорить, что на [.(а, 6) задан неко- 
торый оператор A, если каждой функции $ (%) 6 [5 (а, 65) по 
некоторому закону приводится в соответствие одна и только 
одна функция ф(х) = Ag, и если ф(х) 61. (а, 65). Говорят, 
что оператор А переводит, или преобразует функцию 9 (x) 
в функцию Y (x) = Ag. 

Сумма A-+-B и произведение АВ двух операторов опре- 
деляются соотношениями. 

(А+ В) =А`ъ- Ву, АВф=А(ВФ). 

Степени оператора А определяются формулами 

А'—=А, A*=AA"”,
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‘Оператор А называется линейным, если для любой пары 
квадратично суммируемых функций’ o(x) и P(x) и любых 
постоянных 4 и 6 справедливо тождество 

A (ap + by) = aAg + bAY, (1) 
По индукции легко доказывается, что линейный оператор 

удовлетворяет и более общему тождеству 

п п 

где п — конечное число, а; — постоянные и 9; (x) — квадра- 
тично суммируемые функции. Полагая в тождестве (1) $ = 0, 
найдем, что А (29) = аАф: при a= 0 получаем А0=0. Таким 
образом, всякий линейный оператор переводит функцию, 

тождественно равную нулю, в ту же самую функцию. 
Линейный оператор называется ограниченным, если суще- 

‘ствует такая постоянная С, что, какова бы ни была квадра- 
тично суммируемая функция $(х), имеет место неравенство 

[4$] < С [1. (2) 
Постоянные С очевидно неотрицательны и потому их мно- 

жество ограничено снизу и имеет точную нижнюю границу. Гоч- 
ная нижняя граница постоянных С в неравенстве (2) 
называется нормой оператора А и обозначается симво- 

. По определению точной нижней границы, каково бы 
ни было число = `> 0, найдется такая постоянная С, удовле- 
творяющая неравенству (2), что С«|А| Ее. Но тогда тем 
более удовлетворяется соотношение 

14| < (All + 9ll¢ll 

полагая в нем в-> 0, приходим к важному неравенству 

API<IAll - (3) 
Очевидно теперь, что норму оператора А можно опре- 

делить и как наименьшую из постоянных С, удовлетворяю- 
щих неравенству (2). 

Важным примером ограниченного оператора является 
оператор Фредгольма 

Ke= / К(х, 5)9 (9) ds, (4) 
` 
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ядро которого подчинено условию 

b b 
f fixe. $) |? dx ds == В? < со. (В) 
а а 

Линейность этого оператора очевидна, а ограниченность 
вытекает из неравенства (2) $ 3; из этого неравенства выте- 
кает также, что 

[К] < В. (5) 

Ограничен, очевидно, и тождественный оператор /. Дей- 
ствительно, он линеен и, кроме того, так как /p= (x), то 

[7$] = |+]. Отсюда 

Ограниченный оператор А непрерывен в следующем 
смысле: если 9,(%)—>9(x),. TO Аф„—> Ag; здесь и ниже, 
во всей гл. П, под сходимостью понимается сходимость 
в среднем. Доказательство непрерывности ограниченного 
оператора весьма просто: 

Ар, — AP ll = А (ф, — $) [< [9—9 ase 0. 

Если Аи В ограниченные операторы, то А-В и AB 
также ограничены, причем 

[А Ва +15], Пава. 18]. 

Действительно, по неравенству треугольника 

(A + B) + = || 49+ Bell <l]4¢ll + 
+ ||Bell< (All + 181. 

Точно так же 

[АВ] < А]. [ВФ]. ДВ. 91. 
Как следствие получается неравенство для нормы сте- 

пени оператора 

(7) 

АА. (8) 

Для п=2 это неравенство получается из (7) при В = А; 
для произвольного натурального п оно получается по индукции.
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Ниже мы будем рассматривать, не оговаривая „этого, 
только линейные ограниченные операторы. 

Оператор A* называется сопряженным с оператором A, 
если для любой пары квадратично суммируемых функ- 
ций o(x) и Ф(х) справедливо тождество 

(Ag, ф) =(ф, A*Y). (9) 
Так, для оператора Фредгольма (4) сопряженным является 

оператор 
b 

Ko= [KG x) 9 (s) ds. 

Оператор не может иметь более одного сопряженного: 

если бператор A имеет два сопряженных А! И А», то для 
любой пары функций $(х) 6 [. (а, 5) и $(х) Е Г. (а, 65) имеем 

(Аф, $ = ($, Ai?) = ($, Аз). 
Отсюда (9, Ay — — Axp) = 0. Так как это тождество верно 

для любой функции ФЕ» (а, 6), то положим = Аф— 43$. 

Это дает нам || 41 — АЗ | — 0 и, следовательно, Ay) = Add, 
что и требовалось доказать. Очевидно сопряженность огра- 
ниченных операторов есть свойство взаимное, так что 
А** —= A, | 

Сопряженный оператор линеен. Действительно, пусть а 
и р — постоянные. Имеем 

(Ap, ap+- bw) = ($, А" (ap -5%)). 
С другой стороны, 

Ag, аф-- bw) =a(Ag, $)+5(Ag, 0) = 
=a(9, А) 6 ($, А*5) = (9, 2A*)+ 6%). 

Из. только что доказанной единственности сопряженного 
оператора следует 

A* (ay + bw) = а А*Ф + bA*o, 

ЧТО И требовалось доказать. 

Исходя из определения сопряженного оператора, нетрудно 
доказать, что (A, ++ А») = A; + Аь, (AyA,) == Аза, ДА) == 
== \A*, где \ — постоянная; в частности (А”)* = (4*)”.
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Теорема. Всякий ограниченный оператор имеет сопря- 
женный, который также ограничен и имеет ту` же 
норму, что и данный оператор. 

Пусть $„(х), п=1, 2,... — полная ортонормирован- 
‘наяв [.(а, 6) последовательность и А — данный ограничен- 
ный оператор. Зададим произвольную квадратично сумми- 
руемую в (а, 5) функцию Y(x) и составим числа 

n= (Аф„, $) =(}, Ady). 

Докажем, что ряд 

x | an, [2 (10) 

сходится. С этой целью составим функцию 

п 

w™ (x) = >] Ay Py, (Х) 

и рассмотрим скалярное mpousBezenne (Aw), $). Имеем 

n 

(Ав), $) = Dy ay (Ady 9) = »2 [ах |?. 
m1 

С другой стороны 

| (Ав, $) |<. |9: Lol 41. 
Но 

n n 

Jo |? = 0, om =(¥ 2,4, Хань) = 
n n 

= > а; ах (Фу, фк) = № ак. 
J, Е =1 Е =] 

Отсюда 
1 

увы <i iv -{ Bier} 
и, следовательно, 

n 

Dla <All 19, 
kel
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Таким образом, отрезки ряда (10) ограничены, а тогда 
самый ряд сходится. Но в таком случае ряд 

р Ann (X) 

сходится в среднем к некоторой квадратично суммируемой 
функции ®(х); это означает, что 

lim |[o, — |] =0. 
> со. 

Таким образом, по каждой заданной квадратично сум- 
мируемой функции ф(х) мы строим новую квадратично сум- 
мируемую функцию w(x); тем самым мы определили опера- 
тор BY= ®(х). Докажем, что В = А*. 

Пусть o(x)EL, (а, 5). Разложим 9(x) в ряд Фурье 

со 

9 (x) = Pz On, (X), бк ==($Ф, Ox), 

и положим 
n 

9% (д = Di one (*), 
так что 

lim Фи, — ¢|| = 0. 
п > 0 

Имеем 
п. n 

(Ag, Y= 2 a (Ave, Y= Di Mae. 
#=1 k= 

С другой стороны, 
nm _ n _ n 

У ака = >) 4% ($, x) - (. » ox) = (0 wl”), 
#=1 k=1 k=1 

Таким образом, | 

(Ap™, $) == (ф, wo). 

Докажем, что в пределе, при п -—› со, это равенство пере- 
ходит в следующее 

(Ag, $) =($ф, в) = ($, BY). (11)
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Действительно, 

|(Аф, $) — (AQ, $) |==1(А(‹ — 99), |< 
< — P| TPA + 9 - le — PMPllasee 0; 

L(p, ©) — ($, oO) | =| ($, o— 0) | < [$] + lo —e || == 5° 0. 
Из формулы (11), в силу определения сопряженного опе- 

ратора, вытекает, что оператор А", сопряженный с A, суше- 
ствует и равен В. 

В тождестве (9) положим ф == А*ф, что дает нам 

[| A°p ||? = (ААТф, $). 
Оценивая правую часть по неравенству Буняковского, 

имеем 

[А"фе АА". [ПА 1”. 191. 
Отсюда АИ ТА. |Ф|. Это неравенство показывает, 

что оператор 2” ограничен и что ||А*|«|А|. Полагая 
теперь в (9) ф= Ag, точно так же найдем, что |А||<А*| 
и, окончательно, ||.4*“|| = || All. 

Все сказанное в настоящем параграфе без изменений 
переносится на тот случай, когда рассматриваемые функции 
зависят не от одной, а от нескольких независимых перемен- 
ных и, в соответствии с этим, квадратично суммируемы не 
на отрезке, а в некоторой области, или, вообще, на неко- 
тором измеримом множестве пространства любого числа 
измерений. | 

$ 20. Метод последовательных приближений 
для уравнений, содержащих ограниченный оператор 

Рассмотрим уравнение 

$) — Moe =f(x); ЛЕ (а, 5}; (1) 

оператор А предполагаем линейным и ограниченным. 

Теорема. Если |^\|<|А|`', то уравнение (1) имеет 
решение o(x)ELla(a, 69), и притом единственное. Это 
решение может быть получено как предел последователь- 
ных приближений, которые сходятся к (xX) в среднем. 

За начальное приближение G(x) примем свободный 
член f(x). Если приближение $„_:(х) уже построено, то
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следующее приближение 9, (x) определим формулой 

~ фи (x) = f(x) -Н^Аф, 1. (2) 
Нетрудно видеть, что 

Фи (x) =f (x) + AAf + АУ... № А") = Хх MARS, (3) 

Докажем, что последовательность {фи (x)} сходится в сред- 
нем к некоторому пределу. Для этого оценим разность 

Pn (x) — On-1 (x). 

Имеем 

Pn — Pn—1l] ==. [Аи — Аф_»|| = 
=A] + || A(n-1— $3) ||; 

по неравенству (3) § 19 

A (Фи-1 — 9-2) IIIA] [9-1 — $21 
и, следовательно, 

[Фи — 9-11 < [А+ АЙ. [9-1 — 9-51. 
Применив эту оценку к разности 9,_1—Qn_2, получим 

Il? — Pn- 11 < [> |? |] All? - ll Pn—2— Pn—sll: 

продолжая этот процесс, получим в конечном счете 

фо СР + А", — gol (4) 
Теперь нетрудно оценить разность $, — Фи. Пусть для 

определенности п > т. Тогда 

п 

> (фк — Px <> $. |196 — Фк—1 |< 

со 

< » 1х — Фк-1||, 
k=mt+1 

ln — Om || — 

и по неравенству (4) 

__ (АГ: Ay | 7 lon — Pall трат lle — oll 

Так как |A|- ||Al|< 1, то 

lim len — Фит | — 0, 
п, т > 
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а это означает существование предела 

g(x)== lim 9, (x). (5) 
п > < 

Из формулы (3) ясно также, что 

(x)= Х "А"; (5a) 
m=0 

ряд (5a) сходится к своей сумме $(х) в среднем. Фор- 
мула (5a) задает (xX) .KaK значение некоторого оператора 
над f; мы его будем записывать в виде 

Ф (х) = f(x) +A: Ty f= x mT Дт. (6) 

Если |A|< |All], то оператор Г) ограничен. Действи- 
тельно, по неравенству треугольника 

Insl< Sellars) 
применив неравенство (8) $ 19, получим 

In< qari. 
Это и доказывает, что оператор IT’, ограничен, причем 

Inl< =a , (7) 
Нетрудно видеть, что функция (x), определяемая фор- 

мулой (5), удовлетворяет уравнению (1). Действительно, 
положим в соотношении (2) п-»› со. Левая часть сходится 

к 9(x), а правая, в силу непрерывности ограниченного опе- 
ратора A, сходится к f(x)+ Ag. 

Чтобы завершить доказательство теоремы, остается убе- 
диться, что решение (5) — единственное. Пусть уравнение (1) 
имеет еще одно решение (x). Тогда 

Ф(х) = f(x) +e, $(x) =f (x) + AAd. 

Вычитая и полагая $ (х) — $ (х) = w(x), получим 

w (x) == Aw, 
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Отсюда 

ol = А Ао. АТ. Tel, 
или |®|(1 — ||. |4) < 0. Так как |^|. |4||< 1, то необ- 
ходимо ||| =O ‘и, следовательно, $ (х) ==$ (я). 

Уравнение _ 

w (x) —ЛА*® = g(x) (8) 

называется сопряженным с уравнением (1). Так как, |] A*|| = 
== ||A||, то уравнение (8) разрешимо по методу последова- 

ди -—1 
тельных приближений при том же условии |^|«|А|”; 
решение имеет вид 

[© о) 

е (х) = > Ag, (9) 
m=0 

что, очевидно, можно представить в такой форме: 

(= (НА. | (10) 

$ 21. Вполне непрерывные операторы 

Оператор Т называется вырожденным или конечномер- 
ным, если он может быть представлен в виде 

Тф = Py (9, by) ay (х), (1) 

где число п конечное, Q,(X) и O,(x)—aaHHble функции, 
квадратично суммируемые в (4, 6). Заметим, что вырожден- 
ный оператор есть интегральный оператор с вырожденным 
ядром 

6 

ТФ = Г K(x, $) $ ($) 4$, 

где ° 

K (x, 9 = 2 a (x) by (5). 

Оператор Т называется вполне непрерывным, если его 
при любом заранее заданном = > 0 можно представить 
в виде 

Te=T'9+T"g, (2)
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где Т”ф вырожденный оператор и ||T’|| < :1). 
Приведем два важных примера вполне непрерывных опе- 

раторов. 
1. Оператор Фредгольма вполне непрерывзн. Это. не-. 

посредственно вытекает из полученного в § 10 разложения 
ядра оператора Фредгольма на сумму ядер малого и выро- 
жденного и из неравенства (5) § 19. 

2. Если область интегрирования D — конечная, то опе- 
ратор со слабой особенностью вполне непрерывен. Пусть 

K(P, 9=^®; ocacm, 

где m—pa3mepHoctb области О, и пусть еще 

| А(Р, 9)|< С =const. 

Зададим число 1 > 0 и положим 

‹К(Р, 9) =[КР, 9)- МКР, 0), 
где 

К(Р, 9), r>, Г(Р. Q)= (P, ©) | ie 
И 

0, r>%, МР. Q)= : 
©) | ке Q), r< т. 

Обозначим через К, Е и М интегральные операторы 
с ядрами К(Р, ©), L(P, 9) и M(P, Q) соответственно. 
Тогда K=L+M., 

| Е 
Докажем, что при 1 достаточно малом | М] <>, где в 

любое наперед заданное положительное число. Имеем 

г <1 r<n 
| Ме = 

1) Обычно принимается другое определение: вполне непрерыв- 
ным называется оператор, который переводит любое ограниченное 
множество в компактное. В рассматриваемом нами случае опера- 
тора, вполне непрерывного в классе Ly, оба определения эквива- 
лентны.
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Далее, 

| АУ | [2Ptavel =| eo Sal < 

r<q г <1 

< Ге. fe. 
r<n. г «т 

Последний интеграл просто вычисляется. Введя сферические 
координаты с центром в точке Р, имеем 

К 

ее fas [| така = тя, 
Г т—а 

7 <л $ 0 

где 5 — сфера радиуса единица в т-мерном пространстве 
и |$| — площадь ее поверхности. Теперь 

Мор < < Се fire Wo< 

req 
< wes (Ql Vo. 

т — а 

Последнее неравенство проинтегрируем по D: 

С a Vp [imetave< Sf Sin Дева [F ve 
или, если воспользоваться неравенством п°.1 § 15, 

m—a 

С. 2 
[Mo] < 2 |]. т — «а 

Отсюда 
т-а 

С1$| (11) * 
т — а [М < 

и ясно, что если 1 достаточно мало, то |М|] < 5. 

Зафиксируем 1 так, чтобы это неравенство выполнялось 
Ядро L(P, @) ограничено и тем более квадратично сум- 

мируемо, оператор L есть оператор Фредгольма и, по дока-
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занному, вполне ынепрерывен; его можно разбить на сумму 
вырожденного оператора, который мы обозначим К”, и опе- 

ратора L’, ||L’ | < 5. Положим теперь L’ + М =К'. Тогда 

К=К’--К”, причем К” — вырожденный оператор, и 

WAY = Пе М < Ш 4 IMI <e. 
3. B качестве. третьего примера можно указать инте- 

гральный оператор 

Г кф, QeQave, 
D 

ядро которого допускает представление 

KP, = ate 
Lo rm (1+ [ine [tte] * 

где © > 0 и функция A(P, О) ограничена; т-мерная область D 
по-прежнему предполагается конечной. Доказательство пол- 
ной непрерывности проводится так же, каки. для ядра со 
слабой особенностью; мы не будем Ha этом останавливаться 
подробнее. | 

Отметим некоторые. ‚свойства вполне непрерывных опера- 
торов. 

1. Вырожденный оператор вполне непрерывен. Действи- 
тельно, вырожденный оператор можно представить в форме 
(2) — достаточно положить 7’ = 0, 

2: Вполне непрерывный оператор ограничен. Пусть 
п 

Tg = $ ($, 64) 4 (#) и ПТ <e. 
Тогда 

Tell < <3 а, вы Пак + 

отсюда, по неравенству Буняковского, 

17| < < ell SI | eal |- 
Это неравенство” означает, что оператор Т ограничен и 

IT < $} о Udell +. : 
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3. Оператор, сопряженный с вполне непрерывным, также 
вполне непрерывен. Действительно, если 

Тф= Yee. by) ay (2) ТФ / K(x, 8) 9(s)ds-+T'g, 
kel 

rae |Т’| <еи —_ 
К (x, 8) == Х ay (#) by (5), 

TO 

: ren fk ‚ x) 9(S) 45 + ТФ. 
В а. . * 

Первый член справа есть вырожденный оператор. так как 

[ROW *) 9 (8) ds = Ус ак) by (x); 
k=1 

~ 

в то же время, по теореме § 19, |7” = 17” < =. 
4. Сумма конечного числа вполне непрерывных операто- 

ров вполне непрерывна. Доказательство: очевидно. 
5. Произведение двух операторов, из которых один вполне 

непрерывен, а второй ограничен, вполне непрерывно. .. 
Пусть Г вполне непрерывный, а В ограниченный опера- 

тор. Докажем, что операторы 7B и ВТ. вполне непрерывны. 
Зададим произвольное положйтельное число = и предста- 
вим Гф в виде 

в .. 

. < / | / 

kel — 

Тогда | 

TBe У. (Be, д a(x) +1’ B9 = У, B¥O,) a, (x) + Т’ВУ. 

Здесь В*, суть вполне определенные квадратично сумми- 
руемые функции, и сумма справа есть вырожденный опера- 
тор. Далее, |Т’В| < |Т'||. |В|] <=. Отсюда следует, что
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оператор ТВ вполне непрерывен. Аналогично, исходя из 
представления 

n ‚ 

BTe= ХФ № Ва - ВТ, 
можно доказать полную непрерывность оператора ВТ. 

$ 22. Решение уравнений Риса — Шаудера 

Уравнениями Риса — Шаудера мы будем называть урав- 
нения вида 

$(*) —ATo = f (x), (1) 

где T вполне непрерывный оператор. Как всегда, считаем, 
что f (x)E Ly (а, b) и 9(ФЕ1ь (а, 6); — ока - оо. 
Уравнения Риса — Шаудера можно решать тем же приемом, 
который в $ 10 был применен к уравнению Фредгольма 
с невырожденным ядром. Зададим число В > 0 и будем 
рассматривать только значения A, расположенные в круге 
|^|<К. Оператор Т разобъем на сумму Т = Т’--Т” так, 

чтобы ||Т’| < x и чтобы оператор Т” был. вырожденным: 
n 

Tg = > (Ф, bx) Ox (9. ©) 

Уравнение (2) запишем в виде 

(x) — Г — dT" 9 = f (x). (3) 
Введем новую неизвестную функцию (x), положив 

9 (x) —AT’9 = (5). (4) 

Так как |A]- ||7’| <R- 

решить относительно 9 (x): 

e=9 (x) + Х MING: 
введя обозначение 

1 1 
эр == 7 ТО уравнение (4) можно 

У. Magy = Г, . 
fm
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представим это в виде . 

@ (x) = (x) Г. (5) 

Подставив это в уравнение (3), получим уравнение для 
неизвестной (x): 

фе) — АТ” (1-- Г, )$ = f (x). (6) 

Оператор 7” (Г--^Г,) вырожденный. 
Действительно, 

т’ (IAD) = Tb ATTY = 

= У ($, By) ay (x) У (TY, by) ак (2). 
=1 k=1 

Далее, (Ty. by) = ($, Г, в»), поэтому, полагая 

сх (х) = by (x) + AYO, 
получаем 

т” (IM) p= > ($, сю) ay (%), 

и уравнение (6) оказывается интэгральным уравнением с вы- 
рожденным ядром 

п b 

$ —> [9 Уфы ds =f (x), (7) 
k=1 

~ 

которое мы решать умеем. Дальнейшие рассуждения проте- 
кают так же, как в §§ Эи 10. 

Заметим еще, что уравнение Риса — Шаудера можно 
свести к уравнению с вырожденным ядром и другим прие- 
mom (ср. § 10). Перенгсем в уравнении (3) член ХТ”ф на- 
право и будем временно рассматривать полученную правую 
часть как известную. Тогда уравнение (3) решается по 
методу § 20: | 

p(x) = f (x) Е АТ"е + AD, (f +AT"9). 

Это приводит к уравнению 

g(x) — A(T” НАТ") 9 =f (x) FAVS, (8)
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в котором оператор Т”’--АГТ” вырожденный. Действи- 
тельно, 

АТИ / < | . ’ 
ГГ ф= Г) > (9, +.) ayn > (9, b;,) Г, ак. 

Е =1 k=1 

Полагая теперь | 

| вы) = Oy (x) Г, аь 
имеем 

(АРТ) = ХФ 5x) Bx (2). 
kewl 

и уравнение (8) есть уравнение с вырожденным ядром: 

0 —^ Г 09D gig @ ds =f (0) Las, (9) 
kant 

Для дальнейшего важно следующее замечание. Рассмо- 
трим уравнение 

о (x) —AT*w = g(x), . (10) 

сопряженное с уравнением (1). Разобьем Т на сумму Т = 

—Т’--Т” по формуле (2) § 21. Тогда разложение Т* = 
=” т” соответствует ‘той же формуле, так как Т”" 

вырожденный оператор, а ||Т” || = |7’ <=. Если теперь 
уравнение (1) свести к.  рравнению с вырожденным `ядром 
первым из описанных выше приемов, а уравнение (10) — 
вторым, То мы придем к сопряженным интегральным урав- 
нениям с вырожденными ядрами. В самом деле, действуя 
так, как указано, мы сведем уравнение (1) к уравнению (6), 
а уравнение (10) — к уравнению 

w (x) — (II) Tw = g(x) EW’ g, 

и остается только заметить, что Т” ((-Н АГ) и ‚(1 г 7" 

суть сопряженные операторы; TO, что эти операторы выро- 
жденные, было выяснено выше. Напомним еще, что сопря- 
женные интегральные уравнения с вырожденными ядрами 
сводятся к сопряженным линейным алгебраическим системам.
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~ 

$ 23. Распространение теорем Фредгольма 

Будем опять’ ‘рассматривать уравнение Риса — Шаудера 

$ (x) —АТф==7(%), (1) 

где Т вполне непрерывный оператор. Будем называть зна- 
чения A правильными, если однородное уравнение 

имеет только тривиальное решение, и характеристическим, 
если это уравнение имеет нетривиальные решения; послед- 
ние называются собственными функциями оператора 7, отве- 
чающими данному характеристическому значению ^. 

Для уравнений Риса — Шаудера справедливы четыре тео- 
ремы Фредгольма, сформулированные в § 12. Мы не станем 
приводить доказательств этих ‘теорем для уравнения (1), так 
как. это привело бы: к дословному повторению рассуждений 
$ 12; укажем .только, что основные факты, на которые 
упомянутые рассуждения опирались, имеют место и для 
уравнений Риса — Шаудера. Эти факты следующие: 

1) в круге |A| < ТГ” решение уравнения (1) есть ана- 
литическая функция от ^, 

2) при произвольном A уравнение (№ можно свести к экви- 
валентной алгебраической системе, 

3) сопряженные уравнения (1) и 

w (x) — То g(x) (3) 

могут быть сведены к сопряженным алгебраическим CHCTeMaM.. 
Приведем формулировки теорем Фредгольма для уравне- 

ний Риса — Шаудера. 
Теорема 1. Вполне непрерывный оператор имеет не 

более счетного множества характеристических чисел, 
которые могут сгущаться только на бесконечности. 

Теорема 2. Если: значение h правильное, то как урав- 
нение (1), так и сопряженное с ним уравнение 

w (x) UT = g(x) (4)
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разрешимо при любом свободном члене и решение ка- 
жд0го из этих уравнений единственно. 

Теорема 3. Если Х — характеристическое, mo сопря- 
жЖенные однородные уравнения (2) и | 

в (x) —AT*o =0 (5) 

имеют одно и то же конечное число линейно независи- 
мых собственных функций. 

Теорема 4. Для того, чтобы уравнение (1) было раз- 
решимо, необходимо и достаточно, чтобы его свободный 
член был ортогонален к любому решению однородного 
сопряженного уравнения (5). 

Для уравнений Риса — Шаудера остается в силе выте- 
кающая из теорем Фредгольма (см. конец $ 12) альтерна- 
тива Фредгольма. Остается, разумеется, в силе формула (25) 
$ 10, дающая общее решение уравнения (1), если оно раз- 
решимо, при характеристическом значении A, 



ГЛАВА Ш 

СИММЕТРИЧНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

$ 24. Симметричные ядра 

Ядро K(x, $) называется симметричным, если оно равно 
своему сопряженному. Симметричное ядро, следовательно, 
характеризуется тождеством 

K(x, $) =К*(х, $) =КС, >). (1) 

`Если ядро вещественное, то определение упрощается. 
Симметричное вещественное ядро определяется равенством 

K(x, $) =К ($, х). (2) 

Оператор Фредгольма с симметричным ядром будем на- 
зывать симметричным оператором. Если оператор К сим- 
метричен, то, ‘очевидно, К = K*, Для симметричного опера- 
тора тождество (С) (см. $ 11) принимает вид 

(Ke, $ = ($, КФ. (0) 

Интегральное уравнение, ядро которого симметрично, 
будем называть симметричным интегральным уравнением. 

На протяжении всей Ill гл. мы будем, не оговаривая 
этого, рассматривать только ядра, квадратично сумми- 
руемые в основном квадрате. 

Если ядро К(х, $) симметрично, то все итерированные 
ядра тоже симметричны. Действительно, общее соотношение 
(см. 5 11) (К”*=(К*)" в данном случае принимает вид 
(K”)* = К". Но тогда ядра операторов (К”)* и К” совпадают, 
т. е. , 

Ky(%, 5) = Ky, 5).
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Для симметричного оператора К” имеет место тожде- 
ство (02), которое в данном случае дает 

(Ктф, $) = (‹, К"); n=1, 2,... (3) 

Примеры: Ядра K(x, $) = 1, L(x, s)=In|x—s|, M(x, s)= 
== х?- 5? симметричны — они вещественны H не изменяют 
своего значения при перестановке аргументов. Симметрично 

также и ядро N(x, $)=1(х— $), так как 

М ($, х) = — 1$ —Х) = Их — $ = М(х, 8). 

Ядро. P(x, =} (x-+-s) несимметрично: в этом случае 

Р ($, х=— 8-х) =— P(x, 3. 

$ 25. Основные теоремы о симметричных уравнениях. 

Теорема 1. Характеристические числа интегрального 
уравнения с симметричным ядром вещественны. 

Пусть № — характеристическое число, а $. (х) соответ- 
ствующая собственная функция. Тогда 

Фо (X) = КФ. (1) 

По самому определению собственной функции $ (х) 3 0, 
поэтому |||]? > 0. Заметим еще, что № = 0 —в противном 
случае из уравнения (1) следовало бы, что $ (х) тождест- 
венно равна нулю. 

Умножая обе части уравнения (1) скалярно на Фи (x), Mo- 
лучим 

(Por в) == № (КФ Фо), 

откуда y= te i) . (2) 

и достаточно доказать, что скалярное произведение (KG, $5) 
вещественно. | 

В силу тождества (02) имеем (Ko, $) = (Ф,, Koo), но на 
основании свойства 1 скалярного произведения: (см. § 2) 

(Po, Koo) = (КФ, Фо). 7 
Таким образом (КФу, Фо) = (Ko, Фо); будучи равным своему 

сопряженному, число (KG, Фо) вещественно. Теперь из фор- 
мулы (2) вытекает, что характеристическое число № веще- 
ственно, | |
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Теорема 2. Собственные функции уравнения с симме- 
тричным ядром, соответствующие различным характе- 
ристическим числам, ортогональны между собой. 

Нусть \y # Ay — характеристические числа симметричного 
ядра K(x, $) и $1(*х), $ (х) — соответствующие им собст- 
венные функции. Это значит, что 

`ф:(х) = МКфь, $2(х) = \5Кфо. 
Первое тождество умножим. скалярно на фо (х): 

- (Ф1, $2) = (АКФ, Po) = hi (G1 Кфо). 

1 
Ho Ko, == д; Per следовательно, 

1 1 
(p1, КФ») = (+. i +) =i, (фи, $2), 

так как по теореме 1 число A, вещественно и потому OHO 
выносится за знак скалярного произведения без изменения.. 
Теперь 

А - 

(фа, $2) == i (Фь фз) 
ИЛИ 

(1—2) ®=0. 
Но hy -—\, и, следовательно, необходимо (9), $5) =0. 
Собственные функции можно сделать нормированными: 

достаточно каждую из них разделить на ее норму. Далее, 
если одному и тому же собственному числу соответствует 
несколько собственных функций, то их можно сделать орто- 
гональными между собой и нормированными, применив к ним 
процесс ортогонализации. Собственные функции, соответ- 
ствующие разным характеристическим числам, ортогональны 
в силу теоремы 2, Отсюда вытекает важнейшая для всего 
последующего теорема о ‘последовательности собственных 
функций. 

Теорема 3. //оследовательчость собственных функций 
симметричного ядра можно сделать ортонормированной. 

В дальнейшем всегда будем считать, что последователь- 
ность собственных функций симметричного ядра ортонор- 
мирована в. соответствии с теоремой 3. Условимся еще, 
выписывая последовательность характеристических” чисел,
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повторять каждое из них столько раз, сколько ему соответ- 
ствует линейно независимых собственных функций. Мы можем 

тогда считать, что каждому характеристическому числу 
соответствует только одна собственная функция; при этом 
среди характеристических чисел могут оказаться равные. 
Условимся также нумеровать характеристические числа в по- 
рядке возрастания их абсолютных величин. Таким образом, 
если о 

Ay, Aor eee, A 9 nN? e зо 

— последовательность характеристических чисел некоторого 
симметричного ядра, и ей соответствует последовательность 
собственных функций 

01(X), $ (Хх), ..., %(х) ... 
так что 

TO 
O npu / #&,. . — 4 

(Фу, Px) | при j=k (4) 

и 

[rr] < |<... < м <... (5) 

Если характеристических чисел бесконечно много, то, 

по теореме 1 Фредгольма, они сгущаются только на бес- 

конечности и потому \„-+ со. 
т > со 

Совокупность всех характеристических чисел и соот- 
ветствующих им ортонормированных собственных функций 
симметричного ядра будем называть системой характе- 
ристических чисел и собственных функций данного ядра. 
Очевидно, в системе характеристических чисел каждое такое 
число цовторяется столько раз, сколько ему соответствует 
линейно независимых собственных функций. 

$ 25. Теорема существования характеристического 
числа 

Лемма 1. Совокупность характерастических чисел 
второго итерированного ядра совпадает с совокупностью 
квадратов характеристических чисел первого ядра. 

Заметим, что эта лемма верна и для несимметричного 
ядра. `
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п?1. Пусть № — характеристическое число ядра K(x, $) 
и $ (х) соответствующая собственная функция. Тогда 

Фо (Х) = КФ; 

подставив в правую часть вместо $, равную ей величину 
ApKg, получим 

Фо (x) = NK", 
или, подробнее, 

b 

Фо (x) — №8 | Ke (x, 8) Фо (8) ds = 0. 

Это равенство показывает, что № есть характеристи- 
ческое число ядра K(x, $) с соответствующей собственной 
функцией Фо (x). 

п°2. Пусть po характеристическое число второго итери- 
рованного ядра К. (х, $) и $ (х) соответствующая собствен- 
ная функция. Тогда 

Фо (X) — шК2Фу = 0, 

чго можно также представить в виде 

(Г — К?) фо = 0. 

Полиномы от оператора К можно складывать и ‘умно- 
жать по обычным правилам; имея это в виду, разложим 
левую часть на множители: 

(1+ V 9K) —V 9K) %=0. (1) 

(1— V9 K) % = 9 (x). (2) 
Может случиться, что (x) ==0. Тогда из равенства (2) 

следует, что Ум есть характеристическое число ядра К (х, $) 
с соответствующей собственной функцией %(х); в этом 
случае лемма доказана. Если же b(x) #0, то из ypaBHe- 
ния (1), которое теперь принимает вид 

(+ Ук) =0 
вытекает, что — V py есть характеристическое число ядра 
K(x, 5), а 4$(х) — соответствующая собственная функция. 
Лемма доказана и в этом случае, 

Положим
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Замечание. Нетрудно было бы доказать, что при 
любом п. совокупность характеристических чисел п-го ите- 
рированного ядра совпадает с совокупностью п-ых степеней 
характеристических. чисел первого ядра. 

Следствие из . леммы’ 1. Если. ядро K(x, $) симмет- 
рично, то характеристические числа второго итери- 
рованного ядра положительны. Это следствие, очевидно, 
сразу вытекает из леммы |.и из того, что характеристи- 
ческие числа симметричного ядра вещественны. 

Теорема существования характёристического числа. 
Всякое отличное от тождественного нуля симметрич- 
ное ядро имеет по крайней мере одно характеристи- 
цеское число !). 

Доказательство состоит из двух частей: из вывода OCHOB- 
ного неравенства и собственно доказательства теоремы. 

Мы докажем, что ядро К.(х, $) имеет по крайней’ мере 
одно характеристическое число, а тогда, по лемме 1, будет 
иметь характеристическое число и ядро K(x, $). 

Рассмотрим плоскость A и. некоторое положительное 
число p, обладающее тем свойством, что в круге 15 в 
нет характеристических чисел ядра’ K(x, 5); - 

Возьмем произвольную функцию‘ 9(x) =0 и построим 
новую функцию 

bo re 

(= зови в] $) $ (5) 45. (3) 

Очевидно, /(х)=Е0, иначе p было бы характеристиче- 
ским числом ядра Ко (х, $5). 

Мы можем рассматривать уравнение (3) как интеграль- 
ное уравнение относительно функции. 9(x), считая f(x) 
известной функцией. Решив это уравнение, найдем 

-Ъ | 

ее = -Нь [T(x $; fds, 
7 a ° 

где через T(x, $5; в) обозначена. резольвента второго ‘ите- 
рированного ядра К» (х, 5). Умножив. это: равенство ‘скалярно 

1) Приводимое ‘ниже доказательство. принадлежит "И, П. Мы- 
совских. См. УМН, 11, в, 2 (68); 1956; стр.:199-206;-
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на f(x), получим 
b b 

@ A=[fl?-+e f [Te $ wfo@F@dxds. (4) 
a . aa у 

‘Наша ближайшая цель — установить, что интеграл в фор- 
муле (4) неотрицателен. С этой целью заметим прежде 
всего, что в круге |^|< в нет характеристических чисел 
ядра К›(х, $) и потому в этом круге резольвента Г (х, $; X) 
регулярна в том смысле, в каком это понятие установлено 
в $ 7: двойной интеграл 

bb 

f fre. 5; f(s) g(x) dx ds. 
а а | _ 

регулярен в указанном круге, каковы бы ни были квадра- 
тично суммируемые функции f(x) и g(x). В частности, 
в упомянутом круге регулярен интеграл 

b b eos ‘ 

f fr (x, $; AF (s) f(x) dx ds, 

который, следовательно, разлагается в ряд по степеням A: 
? © 

[те $, 217 ах ds = У, a,An~1, (5) 
n=1 

Полагая здесь \ =, получаем 

b со 

Г fr (x, 5; 1976) dx ds = — У ит 1, (6) 

aa n=l 

Для наших целей достаточно установить, что «, > 0.. 
Коэффициенты о„ легко найти ‘из следующих соображе- 

ний. При A, достаточно малых по модулю, резольвента 
Г(х, $; \) разлагается в ряд по итерированным ядрам; так 
как (K2)"* — К?", то п-ое итерированное ядро для ядра 
K(x, $) есть Koy (x, $), поэтому 

T(x, 8 № = У" -1Кы(х, 8), (7) 
end
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‘При малых A ряд (7) можно, умножив на квадратично 
суммируемую функцию, интегрировать почленно. Это дает 
нам значения коэффициентов о: 

b b 

и == f [Kan (es 9)F (6) 7) at ds. (8) 

Упростим выражение (8). Имеем 

b 

f Ko, (х, 8) f(s) ds = kf, 

Отсюда 

On = (K2nf, f)=(K" (Kf), A; 

по рормуле (3) $ 24 

On == (Kf, КУ) = |К"У |? > O. 

Теперь выражение (4) приводится к виду 

@ A=W? УК". (9) 
nm 

Из формулы (9) вытекает, что ($, f) > 0. 
Вернемся к уравнению (3). Обе его части умножим ска- 

лярно слева на (xX): 

($, N=@ 9—в@, К). 
В силу тождества (0) $ 24 

(ф, К?ф) =(9, K(Ke)) =(Кф, Kp) = |Кф]? 

и, следовательно, 

(ф, Л) = | — в КФ. (10) 

Так как (9, /) > 0, то выражение (10) положительно. | 
Отсюда вытекает неравенство 

| | 
Ke < у lel: (11) 

верное для любой квадратично  суммируемой функции @ (x).
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Напомним, что в неравенстве (11) в таково, что в круге 
|A| < в нет характеристических чисел ядра K(x, $5). .- 

Допустим теперь, что ядро K(x, $) не имеет ни одного 
характеристического числа. В таком случае число и можно 
взять сколь угодно большим; более того, можно считать, 
что p—> co. Выполнив в неравенстве (11) этот предельный 
переход, получим, что ||КФ|| < 0. 

Отсюда Кф==0, т. е. 

b 

[Ke $) $ (5) 45 =0. (12) 

Нетрудно доказать, что в таком случае ядро K(x, $) =0, 
Действительно, произвольным образом зафиксируем число x, 
но так, чтобы при этом значении х интеграл 

b 

Г K(x, $) [24$ 

существовал. Раз точка x фиксирована, то K(x, $) есть 
функция только от $. В качестве функции $ф($) возьмем 

K(x, s) Эта функция квадратично суммируема в силу вы- 
бора точки х. Из равенства (12) следует теперь, что почти 
для всех x€(a, 5) 

b 

ке s) |? ds =0 
a 

и, следовательно, K(x, $) ==0. 
Итак, если ядро К.(х, $) не имеет ни одного характе- 

ристического числа, то ядро K(x, $) тождественно равно 
нулю. Следовательно, если K(x, $) отлично от тождествен- 
ного нуля» то ядро К.(х, $) -имеет по крайней мере одно 
характеристическое число, а тогда по лемме 1, исходное 
ядро также имеет по крайней мере одно характеристическое 
число. Теорема доказана. “ 

Вернемся, к неравенству (11). Оно справедливо, если 
в круге |^| < в нет характеристических чисел ядра К». (х, $), 
иначе говоря, если меньше наименьшего характеристи-
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ческого числа этого’ ядра, Пусть \, — наименьшее по модулю 

характеристическое число ядра K(x, $), тогда hi есть наи- 
меньшее характеристическое число ядра К» (х, $); неравенство 
(11) справедливо, если в < №. Переходя к пределу в (11) 

при в-— 1, приходим к весьма важному неравенству 

Кей < llell- (13) 

В неравенстве (13) знак равенства достигается: доста- 
точно положить ф$(х) = 9,:(х), где (x) — собственная 
функция ядра K(x, 5), соответствующая характеристиче- 
скому числу Ay. Действительно, в этом случае ф, (х) = \.Кф,; 

1 
отсюда Ка 91(х) и Ка = a7 ll pill. 

Из сказанного следует, что норма симметричного опе- 

ратора Фредгольма равна ||К г. где /\, — наимень- 

шее по модулю характеристическое число этого оператора, 

$ 27. Теорема Гильберта — Шмидта 

Рассмотрим симметричное ядро К(х, $); пусть известна 
система его характеристических чисел и собственных функций 

Mp ло, о ee, в, сое 

1 (%), 92 (х), vee, Pm(X) vas (1) 

Будем считать, что собственные функции ортонормиро- 
ваны, а характеристические числа расположены в. порядке 
возрастания абсолютных величин, так что 

[4 [< [№ |<... <<... 

Составим новое ядро 

Kim (x, в) = K(x, s)— У a ae (2) 
#1 |
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Ядро К“) (x, $) симметрично. Действительно, 

K@ ($, x)= K(x, )— У ue ae ди К (х, 5), 
4 j=l. 

так как ядро K(x, $) симметрично и Dy вещественны. 
Лемма 1. /Лоследовательности 

+1, Але, eee 

On+1(%), On+2 (x), eve 

образуют систему характеристических чисел UH соот- 
ветствующих uM собственных функций ядра K(x, $5). 

Действительно, возьмем какие-либо соответствующие 
друг другу Aw и $Фт(х) из последовательности (1) и пусть 
т_> п. Составим выражение 

b 

a(t) = 9m (2) hm | K™ (х, 8) Pm (s) 45. (3) 

Заменив в нем K(™ (x, $) его значением (2), получим 

~ 

b 

a (1) = 9. (%)— dm [ K(%, 9) Pm (9) ds] + 
n b 

(x) Г. —- 
+n У | em (5) $; (5) ds. 

. j=1 a 

Выражение в квадратных скобках равно нулю потому, 
что Фт(х) и Хи суть собственная функция и характеристи- 
ческое число ядра K(x, $). Далее, 

b 

J » (©) 25) ds = (Pm gy = 0, m+, 

в силу ортогональности собственных функций. Таким обра- 
зом а(х)==0. Но выражение (3) есть левая часть однород- 
ного интегрального уравнения с ядром К“®(х, $5), и, сле- 
довательно, Ay, H Фш(Х) при т > п суть собственные числа 
и характеристические функции ядра K'™ (x, 3).
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Докажем обратное: если взять характеристическое число 
и собственную функцию ядра К“ (х, $), то они найдутся 
среди элементов последовательностей (1) при т > п: 

Пусть & и (x) характеристическое число и соответ- 
ствующая ему собственная функция ядра К(® (x, $). Тогда 

ф (x) a fom (x, $)%($) 48 =0. 

Подставив вместо K' (x, $) его выражение (2), получим 

b 

дв Кс, 99 ds +o YF [9 HO aso. 
ИЛИ ° 7—1 ° 

(+, a oe) —pky +p У № 95 (x) =0. (4) 
j=1 

Умножим скалярно обе части уравнения (4) Ha -¢;(Xx), 
1<1< п: 

($, 9) —в (КФ, д-ьУ & 
j=l 

(+, 3) 
($j, 9) = 0. (5) 

Упростим это выражение. В силу тождества (О) 

(Ke, =O Кед = ( з-я) = ®, 9), 
так как 

91 (x) — Kg, = 0. 

(+, $) ($, фу) 
yee А; ——— (93, 91) = м ' 

j=! 

Далее; 

в силу ортогональности и нормированности функций ф;(х). 
Таким образом, второе и третье слагаемые в уравнении (5) 
взаимно уничтожаются и, следовательно, 

(b, 9) =0; 1=1,2,..., п. (6) 

Теперь уравнение (4) принимает ‘вид 

$) —вК =0.



$ 27] ТЕОРЕМА ГИЛЬБЕРТА — ШМИДТА. 149 

Из последнего равенства непосредственно следует, что в — 
характеристическое число и 4%(х) — собственная функция 
ядра K(x, $5), а в таком случае они содержатся в последо- 
вательности (1). Но по соотношению (6) функция (x) 
ортогональна ко всем функциям $,;(х), где /=1, 2, ..., A, 
а в таком случае она может совпадать только с какой-либо 
функцией последовательности (1) с индексом т > п. 

Следствие 1. Наименьшее по модулю характеристи- 
ческое число ядра К (x, $) есть h,41, если только ядро 

K(x, $) имеет более п характеристических чисел. 
Рассмотрим частный случай, когда данное ядро имеет 

только конечное число характеристических чисел Ay, Ag, ..., Am: 
Тогда ядро К“”) (x, $) не имеет ни одного характеристиче- 
ского числа; по теореме существования характеристического 
числа, К(т) (x, 5) =0, или 

n 

K(x, s)= У $; ae ($) , (7) 

j=! 
Формула (7) показывает, что ядро K(x, $) вырожденное. 
Вспоминая (см. § 9), что всякое вырожденное ядро имеет 
только конечное число характеристических чисел, приходим 
к следующему заключению. 

Следствие 2. Для того чтобы система характери- 
стических чисел и собственных функций симметричного 
квадратично суммируемого ядра была конечной, необхо- 
димо и достаточно, чтобы это ‘ядро было вырожденным. 
В этом случае ядро может быть представлено в форме (7). 

Следствие 3. Какова бы ни была квадратично сумми- 
руемая функция (x), имеет место соотношение 

lim |[К9Ф]] = 0, (8) 
п > о 

Равенство (8) очевидно, если ядро K(x, 5) вырожденное: 
в этом случае при п достаточно большом К“®)(х, s)=0 
и К® ф=0. Если ядро K(x, $) невырожденное, то Ли. 1 
есть наименьшее по модулю характеристическое `.число 
ядра K(™ (x, $). По неравенству (13) $ 26 

IK 9] < тт 191 Ат | 

> 0, тои ||К$]| и, так как >0. 
n> n-> oo 

Anes
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Теорема 1 (Гильберта—Шмидта). Пусть. K(x, $) cum- 
метричное ядро, и пусть h(x)— произвольная квадратич- 
но суммируемая в основном промежутке (а, 5) функ- 
ция. Тогда функция 

f(x) = Кв == ] K(x, s)h(s) ds (9) 

разлагается в сходящийся` в среднем ряд Фурье no соб- 
ственным функциям ядра K(x, $). 

Функции, которые можно представить по формуле (9), 
часто называют йредставимыми через ядро. По существу же 
такие. функции представляют собой значения оператора К. 

Составим ряд Фурье функции f(s) по последовательности 
собственных функций ядра K(x, $): 

h(s)~ > hate (5), Вы =(®, $»). 

Напомним, что в силу неравенства Бесселя ряд 

и, 
n=1 

сходится. | | | 
Далее, составим ряд Фурье функции f(x) 

f(x) — Хи 9 (10) 

и вычислим его коэффициенты. Имеем f,=—=(f, 9); но 
7(х) = Кй, следовательно, 

tn == (Kh, Gn) = (A, Ken), 

1 | 
а так как Ko, = >— p(x), то окончательно 

п 

1 h 
=. he Фи) = (11) 

и ряд (10) принимает вид `` 

Ур вы 9. (12)
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Так как A(X) квадратично суммируема в основном про- 
межутке, то в том же промежутке квадратично суммируема 
и функция f(x) (cm. § 3). В данном случае ее ряд Фурье 
(12) сходится в среднем. Докажем, что сумма этого ряда 
равна f (x). 

Положим 

в 

h : 

Wn (Х) = У № фк (x). 
ket 

Тогда 

b 

f(x) — 09 (x) = JK (x, 9) h (9) ds— 
h 5 

— У] коб 
= 1 а 

Сумма ©, (x) конечная, поэтому можно переставить парядок 
суммирования и интегрирования. Это приводит к равенству 

b 

f(x) —0, (x) = f К» (x, s)h(s)ds=K™h, 

В силу следствия 3 из леммы 1 

А = Кб zo 0. 
Отсюда 

ee) ‘hy 

f(x) = У, Tr фи (Х). 
n= 

Теорема Гильберта — Шмидта: доказана. 
Замечание. В теореме Гильберта — Шмидта полнота 

системы собственных функций ($„(х)} не предполагается. 
Наоборот, как мы увидим ниже, теорема Гильберта — Шмидта 
сама позволяет во многих случаях устанавливать полноту 
тех или иных ортогональных систем.
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Как мы видим, теорема Гильберта — Шмидта позволяет 
утверждать, что любая ‘функция, представимая через ядро, 
разлагается в ряд Фурье по собственным функциям этого 
ядра, причем в общем случае полученный ряд сходится 
в среднем. Представляет интерес выяснение условий, при 
которых ряд (12) сходится HE только в среднем, но и ре- 
гулярно. Мы покажем (см. ниже, теорема 2), что для этого 
достаточно, чтобы ядро удовлетворяло условию (А). Дока- 
зательство опирается на следующую лемму. 

Лемма 2. Пусть симметричное ядро удовлетворяет 
условию (А), и пусть №, и ф„(х), п=1,2,... , обозначают 
систему характеристических чисел и соответствующих 
UM ортонормированных собственных функций этого ядра. 
Тогда имеет место неравенство 

a 

При фиксированном. x ядро K(x, $) есть квадратично 
суммируемая функция от $. Приведем этой функции в соот- 
ветствие ее ряд Фурье по ортонормированной системе 

(en (8) 
К(х, $) — p> On (X) Pn (5). 

Вычисляя коэффициенты этого ряда, находим 

„(= / Ки, Эа 5 9. 
Таким образом, ядру K(x, 5) приводится в соответствие ряд 
Фурье по его собственным функциям 

K(x, $) — У," ohn ©) ; (14) 
n=1 

называемый билинейным рядом ядра K(x, $). Теперь по 
черавенству Бесселя 

oo b 

yee < < лк. $2 45< А. 

n= п a 
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Замечание 1. Разложение (14) выясняет структуру ядра 
К® (x, $), определенного равенством (2): это ядро предста- 
вляет собой разность между ядром К(х, $) и частичной 
суммой его билинейного ряда. 

Замечание 2. Члены ряда (13) положительны, и его 
можно интегрировать почленно. Проинтегрировав неравен- 
ство (13) в пределах от 4 до 6 и пользуясь тем, что функ- 
ции 9, (x) нормированы, получаем 

г ы 
2 < В (15) 

п=1 п 

Ниже ($ 29) будет показано, что в формуле (15) на 
самом деле всегда имеет место знак равенства. Заметим 
также, что если ядро несимметрично, то имеет место нера- 
венство 

©O 

< в fed Tig < 8 

это так называемое неравенство И. Шура. 
Теорема 2. Если симметричное ядро удовлетворяет 

условию (А), то ряд Гильберта — Шмидта сходится 
регулярно. | 

'Оценим остаток ряда‘ (12), для чего воспользуемся не- 
равенством Коши 

| a,b, P < У a, Р У b;, [2; 

это неравенство очевидно вытекает из того факта, что 
квадратный трехчлен 

Ха А — 6 

неотрицателен при любых значениях вещественной перемен- 
ной A. Полагая 

фи; (x) 

he 

а — | hy, |; n= 
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имеем 

n+p 2 n+p n+p 
Фи (x) % | Фи (х) [2 | ШУ < 

k=n+1 к кп kenti ok 

<¥ ‘hy Pyne . 

<4 

На основании леммы 2 

n+p h co 

; У 29| <УА / Ур. 
К=п-+1 к k=n+1 

Справа ‚написан остаток сходящегося числового ряда, 
поэтому при достаточно больших п сумма слева будет сколь: 
угодно мала независимо от x, Отсюда и следует, что ряд 
Гильберта — Шмидта сходится регулярно. 

$ 28. Решение симметричных‘ интегральных уравнений 

Симметричное интегральное уравнение есть частный. слу- 
чай общего уравнения. Фредгольма, и для его решения можно 
воспользоваться общими. методами. гл. [. „Здесь мы ставим 
задачу по-иному: требуется решить симметричное интег- 
ральное уравнение, предполагая. известной систему его 
характеристических чисел и собственных. функций. Как 
мы` сейчас увидим, эта задача решается особенно просто. 

Пусть дано симметричное’ интегральное уравнение 

b 

e(x)—d [ K(x, )9(s)ds=f (x), (1) 

свободный член которого квадратично суммируем в проме- 
жутке` (а, 65). Обозначим, как обычно, через hy, ),,... 
sera А oes HG (X), G2(%), © + +s Фи (Х), . „. систему: характери- 
стических чисел и собственных функций ядра K(x, 5). Hanom- 
ним, что решение интегрального уравнения. ищется в классе 
квадратично суммируемых функций.
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_ Рассмотрим сперва случай, когда значение A правильное. 
Тогда уравнение (1) имеет квадратично суммируемое реше- 
ние Ф(х), интеграл 

к. 5) $ ($) ds 

есть функция, представимая через ядро, и для нее имеет 
место теорема Гильберта — Шмидта: если функции (x) 
соответствует ряд Фурье 

(x) ~ Усиь 0); с, =(Ф, Pn) 
п =1 

то по теореме Гильберта — Шмидта 
ь со 

[Ke 990) ds= У ие, 2) 
a n=l 

Подставим значение интеграла в уравнение (1): 

9 — У =f). (3) 
N == 1 

Уравнение (3), очевидно, определит искомое решение (x), 
если мы сможем вычислить коэффициенты с». 

Умножим уравнение (3) скалярно на $» (х). Пользуясь 
тем, что функции ф„(х) ортонормированы, получим: 

em(1——-)=fni ЛЕС, Фи). (4) 
Так как Х — правильное число,то | 2 Ои 

| т 

oe а 
m— Veh 

Подставив это в уравнение (3), получаем решение уравне- 
ния (1) в следующей форме 

(x) =f (x)-+-A dit Pn (x). (5) 
n= 

Рассмотрим теперь случай, когда A — характеристическое 
число. Пусть 

А— Ар == р+1 == = А.
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„Допуская, что уравнение (1) все же разрешимо, мы 
опять придем к соотношению (4). 

Если т не совпадает ни с одним из чисел р, р--1,..., 4, 
A 

то 1—;— #0 u No-npexkHemy 
т 

— Атм 
“m= Ta 

Если же т равно одному из чисел р, p-+1,..., 9, то из 
соотношения (4) получаем ]м„==0 или, что то же, 

(1, Фт) =0; т==р, p+1,..., 4. (6) 

Таким образом, если Х — характеристическое число, то 
для разрешимости интегрального уравнения необходимо, 
чтобы его свободный член был ортогонален ко всем соб- 
ственным функциям ядра, отвечающим данному характери- 
стическому числу. 

Если условия (6) выполнены, то уравнение (4) обращается 
в тождество при значениях т —= р, р 1,..., 4. Уравнение 
(1) в таком случае имеет бесчисленное множество решений, 
которые имеют вид 

о, а 

eM=fO PY “Ay mOt У с. 9) 
n=1 п=р 

Штрих в первой из сумм (7) означает, что должны быть 
опущены члены с номерами п =р, р--1,..., 4, при кото- 
рых числитель f, и знаменатель ^„—^ обращаются в нуль; 
коэффициенты с„ во второй сумме суть произвольные по- 
‚стоянные. 

Мы пришли к следующему результату: если значение 
) — характеристическое и этому характеристическому числу 
соответствуют собственные функции © 

Фр (x), Фр-+1 (x), set) Фа (x), 

то необходимым и достаточным условием разрешимости, 
уравнения (1) являетея условие ортогональности свободного 
члена уравнения к соответствующим собственным функциям 
данного ядра. ` |
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Этот результат находится в полном согласии с теоремой 4 
Фредгольма, так как в данном случае однородные сопря- 
женные интегральные уравнения совпадают. 

$ 29. Билинейный ряд 

Билинейный ряд 

фи (Х) Фи; (5) y eet (1) 
n=1 

был введен нами в § 27. Здесь {h,} и {¢,(x)} система 
характеристических чисел и собственных функций симмет- 
‘ричного ядра K(x, 5). Напомним, что билинейный ряд был 
получен как ряд. Фурье ядра K(x, 5) по ортонормирован- 

ной системе функций (6. ($)}. 
Теорема 1. Билинейный ряд сходится в ереднем 

в основном квадрате и его сумма равна данному ядру. 
Система функций `` 

| 9 (%) 4%); R=1, 2... (2) 
ортонормирована в основном квадрате. В самом деле, 
bb 

Sf P(X) Фь (5) Pm (2) фт (5) dx ds = 
аа 

О при kam, 

1 при Е =т. 

b | b 

= J 3+ (*) 9» 9 ах [ om (s)%4 (8) ds = 

Anpy K (x, 5) приведем в соответствие его ряд Фурье 
‘по функциям (2): 

К (х, $) — РЗ AnPn (x) Pn (s). 

Коэффициенты `А„; нетрудно вычислить: 
bb 

An= (K(x, 8), 9, () nS) = || Кс, 8) en (8)ds = 
aa 

bd. b 

= $ ©) dxf K(x, 9) $» (8) 45. 
а _ а 
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Внутренний интеграл равен — n(x). Отсюда 
nn 

b 

l : 1 1 Ане еб вах = Де =, 
а 

И 

.. K(x, 5) ~ ye hee (s) , 

nw 

Выходит, что билинейный ряд есть ряд Фурье ядра K(x,. $) 
по функциям (2); как и всякий ряд Фурье, он сходится 
в среднем в соответствующей области, в данном случае — 
в основном квадрате, и его сумма в этом квадрате квад- 
ратично суммируема. 

Составим теперь ядро 

L(x, $) = K(x, $ — У, Pn 2) = (8) ; 
п 

n=l 

которое, очевидно, квадратично суммируемо в основном 
квадрате. Докажем, что ядро L(x, $) не имеет характери- 
стических чисел. С этой целью рассмотрим однородное 
уравнение 

b 

Y(—h fL(x, $$ (5) 45 = 0, (3) 

ИЛИ 

6 = _ 

сд —ку--» У "© 46). Ga) 
nant 

Докажем, что ряд в (За) можно проинтегрировать по- 
членно. При почти всех хЕ (а, 5) существует интеграл 

b 

Пк, 9Pas 

для таких х, как было показано при доказательстве леммы 
2 § 27, ряд (1) есть ряд Фурье ядра K(x, 5), рассматри- 

ваемого как функция от $, по функциям {¢,(S)}. Такой ряд
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сходится в среднем по $; в 6 2 было показано, что его 
можно интегрировать почленно, предварительно умножив 
его на любую квадратично суммируемую функцию. В данном 
случае такой функцией является (x). | 

Выполнив в уравнении (3) почленное интегрирование, 
получим уравнение 

9 —Kp-+2 У, Ч 9, (x), (4) 
п =1 . 

По теореме Гильберта — Шмидта, 

К — У ot) Pn (Х), 
nal 

и уравнение (4) сразу дает нам )(x)==0. Таким образом, 
уравнение (3) при любом A имеет только тривиальное реше- 
ние и, значит, ядро L(x, $) не имеет характеристических 
чисел. По теореме существования характеристического 
числа, L(x, $) =0 и, следовательно, 

K(x, s)= у Pn ys Pn Pn (8) (5) 

n=l 

Теорема доказана. 

Умножая равенство (5) на К (x, 5$) и интегрируя по 
основному квадрату, получим формулу 

= =f fixe s) 2 dx ds = В?. (6) 
п=1 П 

Теорема 2. ГТусть {¢, (х)} ортонормированная система 
функций и {h,} — последовательность вещественных чисел, 
таких, что ряд 

ю  - 

У; 2 
n=l hn 

сходится. Тогда ряд (1) сходится в среднем в основном 
квадрате и сумма этого ряда есть симметричное` ядро, 
для которого числа h, и функции %„(х) образуют си- 
стему характеристических чисел и соответствующих 
им собственных функций.
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Сходимость ряда (1) непосредственно следует из теоремы 
Риса — Фишера. Положим | 

` У фи a) ee (5) — K(x, 8); (7) 

П =1 

квадратичная суммируемость и симметричность ядра (7) оче- 
ВИДНЫ. 

Умножим равенство (7) на Х„ф»($) и проинтегрируем 
по $ в пределах от а до 6. Как уже было выяснено, инте- 
грировать ` можно почленно, и мы получаем 

b 

Фт (x) == Ат Г К (x, $) Gm (5) ds. 

Отсюда видно, что Хм и Ф„(х) суть характеристическое 
число и соответствующая ему собственная функция ядра (7). 

Допустим. теперь, что это ядро имеет еще одну собствен- 
ную функцию $(х), ортогональную (см. теорему 3 $ 25) ко 
‘всем функциям 9, (X), и пусть. Х соответствующее характе- 
ристическое число, так что 

_ 6 

9 =» [ K(x, $) $ ($) ds, 

Заменяя ядро K(x, $) его выражением (7) и интегрируя 
почленно, получаем 

o(xy=r У, Ч, =0. 
nant 

Отсюда следует, что функции 9, (x) образуют систему соб- 
ственных функций ядра (7). Теорема доказана. 

$ 30. Билинейные ряды для итерированных ядер 

Формулу Гильберта — Шмидта запишем в виде 

b co 

дю = ко. овфа= У а @ 
n=1
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и положим в ней Йй(Р) =К (Е, $). Это можно сделать, так 
как при фиксированном $ ядро К (Е, $) квадратично сумми- 
pyemo по ¢ почти для всех $. При этом 

b b 

hy = ГКС. 8) @n@ at = | KE, 5) ¢, @) dt = 

b 

= Л Кеды ин), 

так как ядро K(x, $) симметрично и ф„(х) — его собствен- 
ная функция. Теперь формула Гильберта — Шмидта дает 

со 

К» (х, $) = фи (X) Фи ($) (2) 
2 

hn n=1 

по теореме Гильберта — Шмидта ряд (2) сходится в среднем 
по х при почти всех фиксированных $. В силу симметрии ядра 
ряд (2) сходится также в среднем по $ при почти всех 
фиксированных х. Более того, ряд (2) сходится в среднем 
в основном квадрате, так как из формулы (6) § 29 следует, 
что ряд 

сходится. 
Если в (1) положить Й (Е) = К. (Е, $), то таким же путем 

получим 

x 5 Кз (х, $) = фи ( a ) ; 

n n=1 

по индукции легко получается общая формула 
CO 

Kin (x, s)= Фи (X) Pn ($) (3) 

Rn n=1 

Ряд (3) сходится в среднем в основном квадрате; из тео- 
ремы Гильберта — Шмидта вытекает, что ряд (3) сходится
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в среднем по одной из переменных при почти всех фикси- 
рованных значениях другой переменной. 

Формула (3) показывает, что ядро Ки (х, $) разлагается 

в ряд Фурье по функциям $,($). В таком случае имеет 
место уравнение замкнутости 

о b 
У, Фи (Г = Ки $ |? ds. 
n=1 а 

2m 

hn 

Члены написанного здесь ряда положительны, и его можно 
интегрировать почленно. Принимая во внимание, что соб- 
ственные функции нормированы, получим 

b о b 

Sowa I [Kn ЭР ав, (4) 
n=1 П 

Формула (4) является основой некоторых методов прибли- 
женного вычисления характеристических чисел симметричного 
ядра. 

Как это следует из теоремы 2 § 29, формула (3) дает 
разложение итерированных ядер в билинейные ряды. Отсюда 
вытекает следующая теорема. 

Теорема 1. Если ядро K(x, 5$) симметрично, а {h,} и 
{9,,(x)} — система его характеристических чисел и соб- 

ственных функций, то при m>2 числа {rar | и функции 
{9,(x)} образуют систему характеристических чисел и 
соответствующих этим числам собственных функций, 
т-го итерированного ядра К (Xx, $). 

Более сильное утверждение о сходимости ряда (3) можно 
получить, если ядро удовлетворяет условию (А). 

Теорема 2. Если ядро K(x, $) удовлетворяет усло- 
вию (А), то при m>3 ряд (3) сходится абсолютно и 
регулярно в основном квадрате. 

Числа A, расположены в порядке возрастания их абсо- 
лютных величин, поэтому 

у te ON Tee) 
| Ag |?” 

1 CO 

< 
№ Ава? 1 » 

‘=nt+l 

kewit+l 

Pr (x) 

Mig 

: фу, ($) 
. iy 
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в силу неравенства Коши и леммы 2 $ 27 

у ев О Oke 

k=n+1 | Ay м 

40 = malt OE | | 1 1, (s) 2 
Пи" * р % J I 1 | < 

а 1 
1 Ув | | у 19% (s) 2 |? 

Je 7 К =1 Mi k=1 № м 

А 
— ~2? 

| Ama |” 

и утверждение теоремы сразу вытекает из того обстоятель- 
ства, что Аи: -— 00. 

® > CO 

Следствие. Если симметричное ядро непрерывно в це- 
лом, то итерированные ядра, начиная с третьего, не- 
прерывны в основном квадрате. 

Действительно, в этом случае собственные функции 9g, (x) 
непрерывны (см. $ 16) на сегменте [а, 6], а ряд (3), как 
было только что показано, сходится равномерно. 

Отметим, не приводя доказательства, что если ядро не- 
прерывно в основном квадрате, а его характеристические 
числа положительны, то билинейный ряд этого ядра сходится 
равномерно. Это так называемая теорема Мерсера. 

$ 31. Резольвента симметричного ядра 

В формуле (5) § 28, дающей решение симметричного 
интегрального уравнения при правильных значениях пара- 
метра, заменим коэффициент f, его выражением в виде 
интеграла 

b 

fn=(f. ви) = J F(S) Pn) as;
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упомянутая формула тогда примет вид 

с «Ob — 

e=f@+rAY ола. = а) 
п =1а 

Докажем, что в формуле (1) можно переставить порядок 
суммирования и интегрирования. Рассмотрим ряд 

со 

х Pn ae т фи (5) (2) 

Функции $„(х) 9, ($), п =1, 2,... ортонормированы в OC- 
новном квадрате. Далее, ряд 

м1 
Утв 6) 
n=l 

сходится. Действительно, Х„-» со, поэтому при п доста- 

nl точно большом |, | > 2{A]; отсюда [A] < ‚ |A,—A| > 

Л 
> Lal a | к; теперь сходимость ряда (3) вы- 

| hn — | | An | 

текает из доказанной ранее сходимости ряда У = — (см. § 27). 

п =1 hn 

Из теоремы Риса — Фишера вытекает, что при любом 
правильном значении A ряд (2) сходится в основном квад- 
рате в среднем. Повторяя рассуждения, примененные при 
доказательстве теоремы 1 $ 29, найдем, что ряд (2) можно 
интегрировать почленно по $, предварительно умножив его 
на любую квадратично суммируемую функцию от $. Но это 
и означает, что в ряде (1) можно переставить суммирование 
и интегрирование; такая перестановка дает нам новую форму 
решения 

n=1
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Сравнив это с общей формулой (7) $ 7, убедимся, что сумма 
ряда (2) есть резольвента симметричного ядра K(x, $5): 

CO 

Г (х, 5; Л) = Pn C) en ©) ; (4) 

n=1 

Из формулы (4), между прочим, вытекает, что резоль- 
вента симметричного ядра имеет только простые полюсы. 

5 32. Экстремальные свойства характеристических чисел 
и собственных функций 

По теореме Г ильберта — Шмидта, если функция Й ($) 
квадратично суммируеме в ‘промежутке (а, 6), то 

кое s) h(6) ds = уе. P20), (2), 
П =1 

Умножим это равенство скалярно на A(x). Написанный ряд 
сходится в среднем, поэтому скалярное умножение можно 
произвести почленно: 

со 

(Kh, в = У, (‘S22 Ons hy). 
k=1 

Вынося постоянный множитель 
h, 
a за знак скалярного 

произведения и используя свойство 1 скалярного произве- 
дения (§ 2), получаем 

(КЕ, h) — У, | Ste | , (1) 

k=1 

Пусть, как обычно, числа 4, расположены в порядке 
возрастания их абсолютных величин, так что наименьшую 
абсолютную величину имеет число Ay. Тогда из формулы (1; 
вытекает 

(Kh, в) |< ую. en) 2 
ver
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или, если воспользоваться неравенством Бесселя, 

(кв, h)| <a 
| Ay] 

Для нормированных функций A(x) это неравенство при- 
нимает вид 

1 . 

| (Kh, |< | ПР =1. (2) 

В неравенстве (2) знак равенства достигается при h(x) = фи (x). 
Действительно, так как $,(х) — собственная функция, от- 
вечающая характеристическому числу hy- TO $: (х) == МКфи. 
Умножив это скалярно на $, (х), получим 

teil? 1 
(Koy, $1) = ом 

Из сказанного вытекает справедливость следующей теоремы. 
Теорема 1. На множестве нормированных функций 

величина | (КЁ, h)| имеет максимум, равный —— Этот 
| [А ° 

максимум достигается при № (х) = (x). 
Рассмотрим теперь множество нормированных функций, 

ортогональных к первым т — 1 собственным функциям: 

ПЕ —=1, (№, oD = (®, $2) = ... ==(Й, Фт-1) =0. (3) 
Тогда 

со h, 

КЁ = У, ae Px ()- 

k=m 

Повторяя предшествующие рассуждения, убедимся в спра- 
ведливости слелующей теоремы. | 

Теорема 2. На множестве функций, нормированных 
и ортогональных к первым т — 1 собственным функциям 
ядра K(x, $), величина |(Kh, №)| имеет максимум, равный 

| 
На теоремах | и 2 основано применение методов BapHas 

ционного. исчисления к отысканию характеристических чи- 
сел и собственных функций симметричного ядра. 

. Этот максимум достигается при h(x)= фт (x). 



ГЛАВА IV 

ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$ 33. Интегральные уравнения теории потенциала 
в трехмерном пространстве 

Метод интегральных уравнений оказывается весьма по- 
лезным при решении основных краевых задач теории гармо- 
нических функций. Применение этого метода опирается на 
некоторые факты теории потенциала, которые мы изложим 
без доказательства. | 

Пусть S — замкнутая поверхность. Буквой Q будем обо- 
значать переменную точку поверхности 5, буквой Р — произ- 
вольную точку пространства. Через г, как всегда, будем 
обозначать расстояние между точками Ри О. Иногда нам 

> = 
придется рассматривать вектор г— Po; мы всегда будем 

считать, что он направлен от точки Р к точке @. Внешние 
нормали к поверхности S в точках Ри О будем обозна- 
чать через п и у соответственно. 

Будем считать, что поверхность $ удовлетворяет из- 
вестным условиям Ляпунова. Напомним эти условия. 

1. В каждой. своей точке поверхность $ имеет опреде- 
ленную нормаль. 

2. Существует такое число 40, что сфера радиуса а 
с центром в любой точке Р поверхности S вырезает из 
нее такую часть, которая не более чем в одной точке пере- 
секается с каждой прямой, параллельной нормали в точке Р. 

3. Пусть Р и @— произвольные точки поверхности 5, 
3 — угол между нормалями к поверхности в этих точках. 

Существуют такие постоянные а>0и «> 0, что $ < ar", 
Число & назовем показателем Ляпунова поверхности 5.
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4. Телесный угол!), под которым из любой точки про- 
странства видна любая (связная или несвязная, безразлично) 
часть поверхности S, ограничен. Аналитически это свойство 
выражается неравенством 

ГЛ J ду |459< C = const. 

Пусть в (©) и < (©) — непрерывные функции, определен- 
ные на 5. Функция точки Р 

veE=f fu@tas, (1) 
S 

называется потенциалом простого слоя, a функция 

* 

и / fe@cas, (2) 
S 

— потенциалом двойного слоя. Функции и (©) и ¢(Q) Ha- 
зываются плотностями соответствующих потенциалов. | 

Потенциал двойного слоя можно также представить в виде 

vP=—f [< со. ” dS. (2a) 
S 

Обозначим через Д; и D, области, заключенные внутри 
и вне 5 соответственно. Потенциалы простого и двойного 
слоев суть функции, гармонические как в D,, таки в D,. 
Для дальнейшего полезно заметить, что при стремлении 
точки Р к бесконечности имеют место оценки ` 

УР =0(ъ), УФ=о(н). 

где А — расстояние от точки Р до начала координат. 
Если в формуле (2) Р означает точку поверхности 5, 

то, как известно, интеграл в этой формуле сходится. Зна- 
чение потенциала двойного слоя при P€S называется пря- 
мым значением этого потенциала. 

1) Определение телесного угла дается в курсах математической 
физики.
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Для потенциала двойного слоя с единичной ПЛОТНОСТЬЮ 

справедлива так называемая теорема Гаусса 

91 —4" при PED, 
Г [-2= —2r при P€S, (3) 

5 О при РЕШ.. 

Для потенциала двойного слоя с произвольной непре- 
рывной плотностью о (©) справедлива теорема о скачке 
потенциала двойного слоя 

W; i (Po) = (Ру) — 2x3 (Py), 

W e (Ро) =W (Py) + 273 (Py), 

где Ру — точка на поверхности S, a 

VPI=—J f@ “Fas, r= 1aP| (5) 

(4) 

— прямое значение потенциала двойного слоя; через W;, (P,) 
обозначено предельное значение потенциала W(P), когда 
точка Р-›Ру изнутри $, через \, (Ру) — предельное зна- 
чение потенциала, когда Р-»›Рь извне 5. 

Разность предельных значений потенциала двойного слоя, 
как это следует из (4), равна 

° — WP) — №, (Po) = — 419 (Pp). (6) 

Потенциал простого слоя ненрерывен во всем простран- 

стве. 
Производная по нормали от потенциала простого слоя 

Назовем значение интеграла (7), когда точка Р лежит 
на поверхности S, прямым значением нормальной произ- 

ОУ(Р 
водной потенциала простого слоя и обозначим еге “о. 

ду (Ро) ‚ OV (Po) Обозначим через — ии дн. 

ные значения нормальной производной от потенциала про- 
стого слоя, когда точка P—»P, изнутри или извне 5. 

соответственно предель-
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Для нормальной производной потенциала простого слоя 

имеют место следующие равенства 

о _  — We о | ( о), 

выражающие теорему о скачке нормальной производной 

потенциала простого слоя. Скачок этой производной ра- 
вен 

ОУ (P OV(P т ang ATH Pa) 6 
Как известно, ядра интегралов (5) и (7) имеют слабую 

особенность, именно, если обе точки Ри О лежат на по- 
верхности S, то 

Га < pena , (10) 

cos (Г, У) |. 
т 

С | cos (r,.n) 

где С — некоторая постоянная, © — показатель Ляпунова по- 
верхности 5. 

Мы будем заниматься решением задач Дирихле и Ней- 
мана. Напомним постановку этих задач. 

Пусть некоторая поверхность $. ограничивает извне об- 
ласть D;, изнутри — область D,. Пусть на поверхности $ 
заданы непрерывные, функции 1 (0) и Ф(О). 

Внутренняя задача Дирихле: требуется найти функ- 
цию W(P), гармоническую в области О; и непрерывную 
в замкнутой области D;+S так, чтобы 

У (0) = (0), QES. (11) 
Аналогично внешняя задача Дирихле состоит в опре- 

делении функции, гармонической в D,, непрерывной в РД. 5 
и удовлетворяющей ‘тому же условию (11). 

Внутренняя задача Неймана: требуется найти функ- 
цию V(P), гармоническую в D,;, такую, чтобы ее нормаль- 
ная производная при QES принимала на поверхности за- 
данное значение 9 (0): | 

т (0). (12)
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Аналогично внешняя задача Неймана состоит в опре- 
делении гармонической в D, функции У(Р), нормальная 
производная которой на поверхности $ удовлетворяет усло- 
вию (12). 

‘Kak доказывается в математической физике, из этих 
четырех задач ‘три имеют единственное решение: обе за- 
дачи Дирихле и внешняя задача Неймана. Для разреши- 
мости внутренней задачи Неймана необходимо, чтобы 

 fe@as=o. (13) 
S . 

и если внутренняя задача оказывается разрешимой, то она 
имеет бесчисленное множество решений, отличающихся 
друг от друга на постоянное слагаемое. 

Мы будем рассматривать задачи Дирихле и Неймана 
в предположении, что S есть поверхность Ляпунова. 

Решение задач Дирихле будем искать в виде потенциала 
двойного слоя с неизвестной плотностью, а решение задач 
Неймана — в виде потенциала простого слоя, также с неиз- 
вестной плотностью. Тем самым мы удовлетворяем требо- 
ванию гармоничности искомых решений. 

Несколько изменим предыдущие обозначения: если точка Р 
стремится изнутри или извне к некоторой точке на поверх- 
ности, TO предельную точку будем в дальнейшем обозначать 
той же буквой Р. 

Рассмотрим внутреннюю задачу Дирихле. Предельное 
условие (11) означает, что 

По первой из формул (4) имеем 

W (Р) — 2*з (Р) =/(Р), PES. 

Заменив прямое значение W(P) по формуле (5) и разделив 
обе части равенства на, — 27, найдем, что искомая плот- 
ность с(Р) должна удовлетворять интегральному уравнению 

Pte f f SE o@asy=—LeP). (14 
S 

Как это следует из оценки (10), ядро этого уравнения имеет 
злабую особенность,
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Выведем интегральное уравнение внешней задачи Дирихле. 
Из предельного условия (11) следует, что W,(P) = Л(Р) или, 
если воспользоваться вторым равенством (4), 

2no (Р) + М (P)=f(P). 

Разделив Ha 27 и воспользовавшись формулой (5), получим 
интегральное уравнение внешней задачи Дирихле: | 

Рак. [AF Ye(QdSy=5-f(P). (5) 

Краевое условие внутренней задачи Неймана имеет вид 

ony == (Р). Как уже было сказано, решение задачи Ней- 

мана ищется в виде потенциала простого слоя. Первая из 
предельных формул (8) позволяет записать краевое условие 
в виде 

2np (Р) +o =¢(P). 

Разделив это Ha 2x и заменив прямое значение нормальной 
производной по формуле (7), получим интегральное урав- 
нение внутренней задачи Неймана 

ва f [LE r.Q@as=LeM 16) 
S 

Подставляя во второе предельное уравнение (8) прямое 
значение потенциала‘ простого слоя (7) и предельное условие 

ду 
One * (P), 

получим интегральное уравнение внешней задачи Неймана 

1. , 1 | [SEM @dss=—LeP. (ly ae 
Уравнения (14) и (15) имеют одно и то же ядро 

1 KP, =,
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но отличаются значениями параметра A, соответственно рав- 
ными —1 и -|-1. Точно также имеют одно и то же ядро 

1 cos(r, п) 

2m ra 

но различаются значениями параметра, уравнения (16) и (17). 
Докажем, что уравнения (14) и (17), а также уравне- 

ния (15) и (16) — сопряженные между собой. 
Так как ядро К(Р, ©) вещественное, то 

K"(P, 9) =К (©, P), 

т. е. в сопряженном ядре точки Р и О переставлены ме- 
стами, а тогда при построении сопряженного ядра надо нор- 
маль к поверхности строить в точке Р и направление г 

Черт. 7 

брать от точки Q к точке Р (черт. 7). При этом угол (г, у) 
заменится на п — (г, п), и мы получим 

1 с0$ (в — (и, п) ) _.__| cos (г, п) 

К"(Р, Q) = 5. r3 2m r2 , 

что и требовалось доказать. Таким образом, интегральные 
уравнения внутренней задачи Дирихле и внешней задачи 
Неймана — сопряженные между собой; точно также сопря- 
женными являются интегральные уравнения внешней задачи 
Дирихле и внутренней задачи Неймана.. 

В заключение параграфа докажем, что если какое-либо 
из уравнений (14)—(17) разрешимо, то его рещения
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непрерывны. Для примера рассмотрим уравнение (14). Его 
ядро можно представить в ‘виде | 

—a/2 
т со$ (7, У) Г cos (Г, У) 

Qn r3 pea ale 

Для поверхности JIlanyHopa S имеет место оценка 
|cos(r, v)|<Cr*, поэтому произведение г-“? соз (г,у) -> 0 
при Р —> 0; в то же время .это произведение очевидно He- 
прерывно при Р == @. Таким образом, ядро уравнения (14) 
представлено в виде отношения непрерывной функции и сте- 
пени г с показателем, меньшим 2. Имея в виду, что сво- 
бодный член уравнения (14) непрерывен по самой постановке 
задачи Дирихле, заключаем на основании теоремы 4 § 17, 
что любое решение (если оно существует) интегрального 
уравнения (14) непрерывно. Аналогично доказывается не- 
прерывность решений (в предположении, что они суще- 
ствуют) уравнений (15) — (17). 

$ 34. Решение краезых задач теории потенциала 

В предыдущем параграфе мы вывели интегральные урав- 
нения краевых задач теории потенциала. В силу оценок (10) 
$ 33 эти интегральные уравнения являются уравнениями со 
слабой особенностью и, следовательно, к ним применима 

теория Фредгольма. 
Рассмотрим интегральное уравнение внутренней задачи 

Дирихле [уравнение (14) § 33] | 

Р-Н | < s@ass=—Ps(P) а) 
5 

и сопряженное с ним уравнение (17) § 33 внешней задачи 
Неймана . 

т (P) — a ] ] со и п) vw (©) 450 = — > o(P); (2) 
5 

докажем, что они разрешимы при любых ‘свободных членах: 
В силу их сопряженности доказательство, очевидно, до- 

статочно провести для какого-нибудь одного из них — до- 
кажем 'разрешимость уравнения внешней задачи Неймана,
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Напишем соответствующее уравнению (2) однородное урав- 
нение 

wP— tf [FE w@dsy=0 6) 
S 

и пусть po(P) какое-либо ero решение. По теореме 4 § 17 
функция po(P) непрерывна на поверхности S (см. конец 

33).° Введем в рассмотрение потенциал простого слоя 
с плотностью fo (Р): | 

- ) aS 

У(Ру= ff wi@—? 4 
5 

тогда определяемое формулами (7) и (8) § 33 предельное зна- 

я ° равно нулю, в силу урав- 
Пе 

чение нормальной производной 

нения (3): 

av | 
on, = — Зо {Р) +f f= Ио) 4$ =0. 

Функция У, (Р) гармонична в D,; по теореме единствен- 
ности внешней задачи Неймана У, (Р)==0; PED,. Устрем- 
ляя точку Р к поверхности 5, находим, что У, (Р)=0, 
PES. у | ° 

Пусть теперь PED; Функция У, (Р) гармонична и 
в области D;; на. границе 65 этой области она обра- 
щается в‘нуль (напомним, что потенциал простого слоя 
непрерывен на поверхности 5). По теореме о единствен- 
ности решения - внутренней задачи Дирихле У,(Р)==0, 

P€D,. Но тогда os 0, и Ha основании формулы (9) § 33 

) 1 (OVo  OVo\ __ 
ш(Р) = (a in) = O- 

Таким образом, однородное уравнение (3) имеет только 
тривиальное решение;. следовательно, значение параметра 
\==— 1 правильное и уравнение (2) всегда разрешимо. Это 
значит, что если S — поверхность Ляпуноваи заданные значе- 
ния нормальной производной решения на поверхности $ непре- 
рывны, то внешняя задача Неймана всегда имеет решение, и это 

решение можно представить в виде потенциала простого слоя.
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Уравнение (1) — сопряженное с уравнением (2), а в таком 
случае оно также ‚разрешимо при любой правой части. 
Поэтому, если 5$ — поверхность Ляпунова, то внутренняя 
задача Дирихле всегда имеет решение и решение этой задачи 
может быть представлено в виде потенциала двойного слоя. 

Перейдем к рассмотрению сопряженных между собой 
уравнений внешней задачи Дирихле [уравнение (15) § 33] 
и внутренней задачи Неймана [уравнение (16) $ 33]. .Дока- 
жем, что для этих уравнений значение параметра A= 1 
является характеристическим. Рассможрим, соответствующее 
уравнению (15) § 33, однородное уравнение 

о) — ] 9 баз = 6) 

Нетрудно видеть, что это уравнение имеет. собственную 
функцию с, (Р)==1, так как по теореме Гаусса 

J [a> У) dS aI, =2n, PES. 

Таким образом, однородное уравнение (5) имеет нетривиаль- 
oe решение, A==1 есть характеристическое число ядра 

1 с0$ (г, v 
К(Р, ©) = ee) и уравнения: (15) и (16) § 33 разре- 

шимы не cera. 
В силу теоремы 3 Фредгольма однородное уравнение 

На | [SE @as,=0 6) 
Ss 

имеет собственную функцию, которую мы обозначим через 
wu (Р). Докажем, что уравнение (6) не имеет собственных 
функций, линейно независимых с ш(Р). 

Пусть в, (Р) — какая-нибудь собственная функция урав- 
нения (6); достаточно доказать, что в, (Р) только постоян- 
ным множителем отличается OT po(P). Запишем, что po (P) 
и в: (Р) суть собственные функции уравнения (6): 

фа. [8 7 к (4$ =0;#=0,1. (7) 
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Рассмотрим потенциалы простого слоя 

УР) = | [в @ =; в=0, 1; PED, 
5 

Предельные значения производных по нормали от этих по- 
тенциалов определяются первым из равенств (8) $ 33: 

ду , ОЕ Oy (Р) + ] f SE” (уаз, 

что равно нулю в силу тождеств (7). Потенциалы У, (Р) 
гармоничны в 0);; по теореме единственности внутренней 
задачи Неймана в этой области функции У,(Р) суть по- 
стоянные: 

Vz (Р)=Св R=0,1; PED; 
Покажем, что C, #0. Предположим противное. Тогда 
У, (Р)=0, PED; в силу непрерывности потенциала 
У, (Р) =0 на поверхности 5. 

В области D, потенциал V;,(P) гармоничен и, так как 
У, (Р)==0 на $, то V;,(P)=0 BD,, в силу теоремы един- 

: | OVE _ ственности внешней задачи Дирихле. Но. тогда on, ==0 и по 

равенству (9) $ 33 ° 

РА == (‘бе — бп. )=o. 
Мы пришли к противоречию с условием, что p,(P) соб- 
ственная функция. Тем самым доказано, что Су #0, Е = 1,2. 

Составим функцию 

из (Р) == C yp (P) — Cops (P) 

и соответствующий ей потенциал простого слоя 

У, (Р) = | [ mq 48 = СУ, (Р) — Со, (P). 
S 

Очевидно, V2(P)=0, PED,;. Повторяя предшествующие 
рассуждения, найдем, что во всем пространстве У. (Р) ==0; 
отсюда, как и выше, следует, что и. (Р)==0, или 

С 

1 (Р) = С, и (Р), 

что и требовалось доказать.
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По теореме 4 Фредгольма, для разрешимости уравнения 
(16) § 33 — интегрального уравнения внутренней задачи 
Неймана, — необходимо и достаточно, чтобы  свобод- 

| 1 ный член ‘уравнения, о=Ф(Р), был’ ортогонален ко всем 

решениям сопряженного однородного уравнения (5). Но 
уравнение (5), как мы доказали, имеет одно линейно неза- 
висимое решение o)(P)==1; необходимые и достаточные 
условия сводятся к единственному равенству 

[fee dS = 0. (8) 

8 

Мы доказали тем самым достаточность необходимого усло- 
вия (13) $ 29 разрешимости внутренней задачи Неймана: 
Итак, если условие (8) выполнено, то уравнение (16) § 33 
разрешимо, и решение внутренней задачи Неймана можно 
представить в виде потенциала простого слоя с плотностью 

» (©). 

$ 35. Решение внешней задачи Дирихле 

Мы уже видели, что интегральное уравнение внешней 
задачи Дирихле [уравнение (15) $ 33], вообще говоря, не- 
разрешимо. Это означает, что получить решение внешней 
задачи Дирихле в виде потенциала двойного ‘слоя в общем 
случае невозможно. Это можно было предвидеть заранее, 
так как потенциал двойного слоя убывает на бесконечности 

-2 j . 
как R “ (R — расстояние от начала координат -дб точки Р), 

тогда как произвольная гармоническая функция убывает на 

бесконечности как Ю'. Поэтому будем искать ‘решение 
внешней задачи Дирихле в виде суммы потенциала двой- 
ного слоя с неизвестной плотностью o(Q) и гармонической 

функции 

af [945 
5. 

убывающей на бесконечности как Ю”"; начало координат 
мы помещаем внутри поверхности 5. Таким образом, иско-
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мая функция имеет вид. 

уф=]] Eas tel J easy P€ De. 

(1) 
На поверхности $ должно выполняться краевое условие 
внешней задачи Дирихле 

W,(P) =f (P), (2) 
и предельная формула (4) $ 33 приводит Hac к уравнению 
для неизвестной плотности 

Р— а f f [POF аз =. @) 
S 

Ядро этого интегрального уравнения состоит из двух сла- 
гаемых: первое имеет слабую особенность, второе слагаемое — 
‘непрерывная функция. Таким образом, уравнение (3) есть 
уравнение со слабой особенностью; в соответствии с тео- 
рией 'Фредгольма для его разрешимости необходимо и до- 
статочно, чтобы соответствующее ему однородное уравнение 
имело только тривиальное решение. . 

Исследуем однородное уравнение 

о ff [eC — п] в 400. (4) 
$ 

Пусть с,(Р) какое-либо его решение. Левую. часть урав- 
нения (4) можно рассматривать как разделенное на 27 пре- 
дельное значение гармонической функции 

1 
mM=ffooeaory f [ase 

на поверхности 5. Отсюда следует, что Wy(P) на поверх- 
ности 5 равна нулю; по теореме о единственности решения 
внешней задачи ирихле Шо (Р) = 0, ИЛИ 

% 

[fos = Cast [fa@asono PED, 65)



180 ПРИЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ [гл. Iv 

Умножая обе части равенства (5) на Ю, получим 

1 

в fo@ або | [абон PED,. 
S S 

Первое слагаемое при R-»oo стремится к нулю, следо- 
вательно, 

Jf eo(Q $ =0 (6) 
8 

и уравнение (4) сводится к уравнению (5) § 34. Будучи 
решением этого уравнения, °,((@©) есть некоторая постоян- 
ная; с, (Р)==С,. Подставив это в (6), найдем, что Су==0 
и, окончательно, с (Р) ==0. 

Таким образом, однородное уравнение (4) имеет только 
тривиальное решение. Но тогда уравнение (3) всегда раз- 
решимо и, следовательно, всегда разрешима внешняя задача 
Дирихле, решение которой может быть построено в форме (2). 

$ 36. Уравнения теории потенциала в многомерных 
пространствах | 

В теории уравнений в частных производных рассматри- 
ваются гармонические функции любого числа переменных. 
Определение и основные свойства гармонических функций, 
известные для случая трех переменных, распространяются 
на случай многих переменных с одним лишь изменением: 
от функции и(Р), гармонической в бесконечной области, 
расположенной вне некоторой поверхности, требуется, чтобы 

на бесконечности она убывала как rust где m— число из- 

мерений пространства и Ю— расстояние от точки Р до 
начала координат. В частности, функция двух переменных, 
гармоническая вне некоторого контура, должна быть только 
ограничена на бесконечности. 

Понятия и методы теории потенциала, развитые в §§ 33—35, 
без изменений переносятся на случай, когда число измере- 
ний пространства т > 3. Пусть $ — замкнутая т — 1-мер- 
ная поверхность, удовлетворяющая условиям Ляпунова, 
Р — произвольная точка т-мерного пространства (она может
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лежать и на поверхности 5), О— точка поверхности $, 
г — расстояние между точками Ри Q, у— внешняя нормаль 
к о в точке О. Интегралы 

45 Я f 1@ =% (0 
$ 

И . 

у (Р) = ] 3(Q) И rm 0 — — / (©) £08 (7.5) dS (2) 
S 

называются потенциалами, соответственно, простого и двой- 
ного слоя; их плотности w(Q) и с (©) будем считать не- 

прерывными. При Р == © функция —_ удовлетворяет урав- 

нению Лапласа по координатам точки Р; отсюда следует, 

что потенциалы простого и двойного слоя гармоничны как 

внутри, так и вне $, причем потенциал простого слоя убы- 

а потенциал двойного вает на бесконечности как ——,, 

Справедливы теоремы, аналогичные тео- 
1 

слоя — как Rimi 

ремам $ 33, с той разницей, что входящая в формулы (4) 
и (8) $ 33 величина 2m заменяется половиной площади по- 
верхности единичной ‘сферы; как известно, эта площадь 

m/2 

равна Tom)’ где Г — эйлеров интеграл второго рода; в со- 

ответствии с этим в формулах (6) и (9) § 33 следует за- 
д? | 

менить 47 на Tm)" Если п — внешняя нормаль к S, про- 

ходящая через точку Р, то аналогично формуле (7) § 33 
имеем 

У | в (©) <°° (п) 450. 
дп гт-1 

8 

2. 

Если решения задач Дирихле и Неймана искать в виде 
потенциала соответственно двойного и простого. слоя, то
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мы получим интегральные уравнения 

3 (P) + =) [: Q SEM as 5 GP FP), (д) т хт/? 

m/z 2 д" »(P) + SP [* (Q A dSq= +7 ИР 9(P), Н 

где /(Р)— заданное Ha повёрхности $3 значение искомой 
гармонической функции в задаче ‘Дирихле, а $(Р) — также 
заданное на S значение нормальной производной искомой 
гармонической функции в задаче Неймана; верхние знаки 
соответствуют внутренним задачам, нижние — внешним. 

Анализ уравнений (Д) и (Н) проводится так же, как 
и в § 34, и приводит в точности к тем же результатам. 
Именно, ° внутренняя задача Дирихле и внешняя задача 
Неймана всегда разрешимы; для разрешимости внутренней 
задачи Неймана необходимо и достаточно, чтобы 

8 

Интегральное уравнение внешней задачи Дирихле в общем 
случае неразрешимо; как и в случае трехмерного прост- 
ранства, это связано с тем, что не всякую гармоническую 
вне $5 функцию можно представить в виде потенциала 
двойного слоя, так как последний слишком быстро убывает 
на бесконечности. Внешнюю задачу Дирихле можно решить, 
отыскивая решение в виде 

т cy 

ди 
Гоа —— ~ dS9 ++ ny 5 © 45% 

8 S 

где Ю — расстояние от точки P до.некоторой фиксирован- 
ной точки внутри $. Такое представление приводит K HH- 
тегральному уравнению 

9 (P) — Е) © В (7, У) __ дя | 180 — Г (7/2) ¢ (py, 

S 

та m—1 — oa =2 диз 

которое всегда разрешимо,
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$ 37. Уравнения теории потенциала на плоскости 

Случай т==2 представляет в теории потенциала некото- 
1 

рые особенности. При т = 2 функция тя обращается веди- 

ницу, потенциалы простого и двойного слоя делаются по- 
стоянными и для них становятся неверными предельные 
теоремы, которые в случае трехмерного пространства 
выражались формулами (4) и (8) $ 33. В связи с этим 
оказывается необходимым изменить определения потенциа- 
лов для интересующего нас случая т==2. Роль функции 

aaa — Так называемого сингулярного решения ‘уравнения 

1 
Лапласа — играет в данном случае функция In |» которая, 

как легко проверить, при m==2 удовлетворяет уравнению 
Лапласа, если только P+Q, Соответственно этому по- 
тенциалы простого и двойного слоя на плоскости опреде- 
ляются формулами 

V(P) = [r@ In— 450, (1) 
L ames 

din > co ' | 

WP)= [< aga ав. ©) 
Г L 

Здесь [ — контур, о котором мы предположим, что он 
замкнут и удовлетворяет условиям Ляпунова, у — нормаль 
к контуру L в точке Р, 450 — элемент длины контура Г. 
Потенциалы (1) и (2) принято называть логарифмическими, 
в отличие от рассмотренных в § 33 ньютоновских по- 
тенциалов. Логарифмический потенциал двойного слоя гармо- 

ничён как внутри, так и вне L; на бесконечности он обра- 
щается в нуль. Логарифмический потенциал. простого слоя 
гармоничен внутри [; существенное различие со случаем 
т > 2 заключается в том, что этот потенциал, вообще 
говоря, негармоничен вне L, так как функция, гармони- 
ческая в бесконечной области на плоскости, должна быть 
на бесконечности ограниченной, а потенциал простого слоя 
в общем случае растет на бесконечности как Шш А.
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Для потенциалов (1) и (2) справедливы теоремы, ана- 
логичные теоремам $ 33: потенциал простого слоя непре- 
рывен на всей плоскости (кроме, может быть, бесконечно 
удаленной точки); имеют место предельные соотношения для 
потенциала двойного слоя 

W; (Р)=\ (P,) — 20 (Py), 
_ (3) 

№. (Po) = W (Po) -- тс (Po) 

и для нормальной производной потенциала простого слоя 

би; == ov Fe) ( о}; ( ) 

здесь п — внешняя нормаль к контуру Ё в точке Ру. Имеет 
место теорема Гаусса в следующей форме: 

, din 208 (7,9) (—2z внутри L, 

Ia  dsg=— || EO asy = —T Ha L, (5) r 

L - {| 0 вне L, 

Задачи Дирихле и Неймана ставятся как обычно; мы 
сохраняем также старые обозначения f(P) и $(Р) для дан- 
ных в этих задачах функций. Важно отметить, что внешняя 
задача Неймана на плоскости отличается некоторыми особен- 
ностями. Прежде всего, ее решение неоднозначно; теорема 
единственности для этой задачи состоит в том, что два ее 
решения могут отличаться только на произвольное постоян- 
ное слагаемое. Очевидно и обратное: две функции, гармо- 
нические вне L и различающиеся на постоянное слагаемое, 
решают одну и ту же внешнюю задачу Неймана. 

Другая особенность внешней задачи Неймана на плоскости 
определяется следующей леммой. 

Лемма 1. Для того, чтобы внешняя задача Неймана 
на плоскости имела решение, необходимо, чтобы 

| f 9(P)ds,=0. (6) 
L
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Пусть функция У (Р) гармонична вне L, и пусть на_Ё 

ov =9(P). 

Обозначим декартовы координаты точки Р через хиу 
и положим, 2 = х--1у. Пусть Р (2) —аналитическая функ- 
ция, вещественная часть которой равна У(Р). Докажем 
прежде всего, что функция F(z) однозначна и на бесконеч- 
ности ограничена. Производная 

| av „ду 
ВБ’ (2) =--—#-=- 

дх ду 

однозначна вне L; в окрэстности бесконечно удаленной точ- 
ки она разлагается в ряд Лорана 

Е’ (= $ а”, | 
N= —0O 

отсюда 

F (z) = a_yinz+ р by, 2" (*) 
+ 

постоянная @_, необходимо вещественна —в противном 
случае функция У (Р) = Ке {ЁР (2)} была бы неоднозначной. 
Положим z= Re, b,—=a,-+i8,. Тогда в окрестности бес- 
конечно удаленной TOUKH 

V (P)=a_,InR+ У (a, cosn8 — В, пи) А”. (**) 
п= —со 

Так как на бесконечности гармоническая вне L функция 
У(Р) ‘ограничена, то необходимо а-,=0и а„=В„, =0, 
п>0. Докажем это. 

Прежде всего докажем, что в ряде (*) отсутствуют по- 
ложительные степени 2. Допустим противное. Может слу- 
читься, что таких степеней будет только конечное число; 
пусть тогда К — наибольший из положительных показателей 
при 2 в ряде (*). Коэффициент 6, #0, и можно выбрать 
такое 0, чтобы a, cos 9 — Ву sin RO # 0. Зафиксировав @ та- 
ким образом, возьмем Ю столь большим, чтобы в ряде (**) 
слагаемое (%,cosk® — Ву т А 9) К по крайней мере’ ‘вдвое
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превосходило по абсолютной величине сумму остальных 
слагаемых; тогда при выбранном нами 9 

|V | > --[% cos kA — В» sin RO | К >0O, 
В >> 

а это невозможно, раз функция У ограничена. Остается 
допустить, что ряд (*) содержит бесконечно много оложи- 
тельных степеней г. В этом случае точка = = со — сущест- 
венно особая для ряда (*), и можно указать такую после- 
довательность 2т- 0, что F(Zm)—a_,InZ, имеет 
пределом любое наперед заданное число. Пусть |У| < М 
при достаточно больших 2. Выберем последовательность Z,, 
так, чтобы 

2M, если a_,>0, 
Е (2m) — a@_,In im >| ом если а_1< 0. 

При т достаточно больших в первом ёлучае 

У (2m) > а_1 1n| 2m|-+M> М, 
а во втором случае 

У (2m) < а_1 Ш |2 | —М<— М; 

и то, и другое невозможно. Итак, необходимо 6, =O, или 
и = В, =0, 2 >0. Но тогда из ограниченности функции 
У ua бесконечности необходимо следует, что а_: =0. 
Теперь 

0 . 
F(z)= > bn2", 

ne —0Oo 

откуда и вытекает однозначность и ограниченность Ha беско- 
нечности функции Р (2). Раз эта функция однозначна, то 

fim {F’ (z) dz} = Im [ F’@dz=0. 
L 7 L 

Ho 

‚ __ av ду, _ ду Im {Р (2) dz} = 5, dy —g, ах =s, 

и необходимость условия (6) доказана. 
Как и в общем случае, будем искать решение задачи 

Дирихле в виде потенциала двойного слоя (2), а решение 

dsp=9(P)dsp,_
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задачи Неймана — в виде потенциала простого слоя (1), 
и это приведет нас к интегральным уравнениям 

| ‘try ' 

‚ oP tt с dgazlfP @ 
в’ 

для задачи Дирихле и 

т © ао =ТьФ) mH 
L 

для задачи Неймана; верхние знаки соответствуют внутрен- 
ним задачам, нижние — внешним. По-прежнему уравнение 
внутренней задачи Дирихле сопряжено с уравнением внеш- 
ней задачи Неймана, а уравнение внешней задачи Дирихле — 

С уравнением внутренней задачи Неймана. Отметим только 
ту особенность наших уравнений, что их ядра ограничены, 
если показатель Ляпунова контура L равен единице; нетрудно 
доказать, что эти ядра непрерывны, если контур имеет не- 
прерывную кривизну. 

Исследование интегральных уравнений теории потенциала 
на плоскости мы проведем, опираясь на следующую лемму. 

Лемма 2. Если интегральное уравнение внешней 
задачи Неймана 

БР Г = ТФ) 0) 
L 

разрешимо, a функция o(P) удовлетворяет условию (6), 
то потенциал простого слоя (1) дает решение внешней 
задачи Неймана. 

Пусть уравнение (7) разрешимо. Взяв его решение за 
плотность потенциала (1), мы получим функцию, удовле- 
творяющую краевому условию внешней задачи Неймана 

и гармоническую вне [ всюду, кроме, может быть, бес- 
конечно удаленной точки, где потенциал может оказаться 
неограниченным. Остается доказать, что если условие (6) 
выполнено, то потенциал (1) ограничен на бесконечности. 

Обе части уравнения (7) умножим Ha dsp и проинтегри- 
руем по Г. Yuta условие (6), получим 

Гифт ff в © Ee” dso dsp = 0. (8) 
$ +1
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В двойном интеграле переставим обозначения Р и О. Тогда 
направление вектора. № изменится на противоположное, 
cos(r, п) перейдет в — с0$ (г, у), и двойной интеграл при- 
мет вид 

Теперь из равенства (8) следует 

f ь (Р) dsp =0. (9) 
Г 

Заменим в равенстве (9) обозначение Р на Q, умножим это 
равенство Ha шА, где К — расстояние oT точки Р до начала 
координат, и сложим с равенством (1). В результате получим 

У(Р) = С) 1% dso; 

L 

при Ю-— со последнее выражение ограничено (оно даже 
стремится к нулю). 

Последующий анализ интегральных уравнений теории 
потенциала проводится в основных чертах так же, как 
ив § 34; вкратце наметим этот анализ. 

Прежде всего докажем, что интегральное уравнение (7) 
внешней задачи Неймана разрешимо. В соответствии с альтер- 
нативой Фредгольма рассмотрим однородное уравнение 

юр [© < 4—0; (10) 
L 

пусть ш (©) его решение. Свободный член уравнения (10), 
равный нулю, очевидно удовлетворяет условию (6); из леммы 2 
вытекает, что потенциал 

Vo(P)= | (Qin -- 450 
т, 

решает однородную внешнюю задачу Неймана. По теореме 
единственности, решение этой задачи есть постоянная,
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поэтому 

У, (Р) = [ ty (Q) In + dsg=C=const, Р. вне L. 
т, . 

По непрерывности потенциал У, (Р) равен С и на кон- 
туре L; по теореме единственности внутренней задачи 
Дирихле заключаем, что У, (Р)=С и внутри L. Но тогда 

OVo(P) _ дУ (P) 0 
т One _ 

и из формул (4) следует, что 

__ 1 (9\(Р) дУ, (Р)\ _ 

(ан ans) = 
Раз однородное уравнение (10) имеет только тривиальное 

решение, то неоднородное уравнение (7) всегда разрешимо. 
Из леммы 2 вытекает теперь, что условие (6) не только 
необходимо, но и достаточно для разрешимости внешней 
задачи Неймана на плоскости. 

Одновременно с уравнением (7) всегда разрешимо и COs 
пряженное с ним интегральное уравнение внутренней задачи 
Дирихле; отсюда следует, что внутренняя задача Дирихле 
на плоскости всегда разрешима. 

Исследование уравнений внутренней задачи Неймана 
и внешней задачи Дирихле проводится буквально так же, 
как и в случае трехмерного пространства, и нет нужды 
здесь это исследование повторять; мы приведем только его 
результаты: если условие (6) выполнено, то интегральное 
уравнение внутренней задачи Неймана разрешимо; условие (6), 
следовательно, необходимо и достаточно для разреши- 
мости внутренней задачи `Неймана; однородное инте- 
гральное уравнение внешней задачи Дирихле 

1 Г соз(г, у). co (P)—+ || SO 4, Q dsg—=0 (11) Jr 
имеет нетривиальным решением только постоянную. 

Решение внешней задачи Дирихле на плоскости можно 
построить, отыскивая это решение в виде 

ain 

и (Р)= [o@ pe 4зо- |< Q dso. (12) 
L ; L 
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Для плотности o(P) получается интегральное уравнение 

1 || сов) У) __ |< (©) dso=—f (P) (13) 
Г 

докажем, что это уравнение разрешимо. 
Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 

gy (P) — bf (S28) 1] (Q) dsq = 0. (14) 
Г 

Если с,(Р)— его решение, то функция 

дп i ” 
Wo(P)= [© 5 dso t | чо (@) 480 

L L 

гармонична вне L и равна нулю Ha L; по теореме единствен- 
ности внешней задачи Дирихле W, (Р) == 0. Устремим точку Р 
в бесконечность, тогда первое слагаемое в \,(Р) пропадет, 
и мы получим | 

Го (9) 459 =0. (15) 
Г 

Но тогда уравнения (14) и (11) тождестзенны, и потому 
необхолимо с, (Р)==С =const, подставив это в (15), най- 
дем, что су (Р)==0. 

Итак, уравнение (14) имеет только тривиальное решение, 
а тогда соответствующее неоднородное уравнение (13) всегда 
разрешимо, в силу альтернативы Фредгольма. Подставив, 
решение этого уравнения в формулу (12), получим решение 
внешней задачи Дирихле на плоскости. 

$ 38. Краевая задача для обыкновенного 
диффгренциального уравнения 

Настоящий параграф —- вспомогательный. Его результаты 
будут использованы в следующем параграфе при решении 
задачи о собственных числах и собственных функциях обыкно- 
венного дифференциального оператора,
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Будем рассматривать обыкновенный дифференциальный 
оператор второго порядка 

и [9 ду | - 99 и. a) 

Относительно ero коэффициентов примем, что p(x), p’ (x) 
и g(x) непрерывны Ha HeKOFOPOM сегменте [а, 6] и что на 
этом сегменте 

p(x) > р = соп$ > 0, g(x)>0. (2) 

Пусть f(x) — функция, непрерывная на сегменте [а, 6]. 
Поставим задачу: найти функцию и (х), непрерывную Ha сег- 
менте [a, 6] вместе со своими первыми двумя производными 
и удовлетворяющую дифференциальному уравнению 

Lu=—f (x) (3) 
и краевым условиям 

u(a) = u(b) =0. (4) 
Докажем прежде всего, что поставленная нами краевая задача 
имеет не более одного’ решения. Действительно, пусть u(x) 
и 9(х)— два решения этой задачи. Их разность w(x) = 
== u(x)— U(X) удовлетворяет тождеству 

Lo = 5 (p(x) 7e]—9() w= 0 (5) 
и краевым условиям 

w (a) = w (Б=0. (6) 

Обе части тождества (5) умножим скалярно Ha WwW, иначе 

говоря, Умножим на W(X) и проинтегрируем в пределах от a 

до 6: 

b b 

fe ро ах —fawlowrar =o. (2)
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Первый интеграл возьмем по частям. Приняв во внимание 
условия (6), получим 

b 

[ #@ [р 9х] 4 =— J pc |zef + 

+p mats] = = - fre | Fe P ax 

Теперь тождество (7) принимает вид 

foe >= ое [боем 

Так как p(x) и q(x) неотрицательны, то каждое из слагаемых 
равно нулю; в частности 

b 

fe Fral dx = 0, 

HO p(X) строго положительно, поэтому необходимо <” (x) = 0, 
а тогда %(х) == соп${, и условия (6) дают %(х) == 0, что и 
требовалось доказать. 

Решение краевой задачи, определяемой уравнением (3) 
и краевыми условиями (4), можно построить с помощью так 
называемой функции Грина данной задачи. К построению 
этой функции мы и переходим. 

Построим интегралы и, (х) и u(x) однородного уравне- 
ния [и —= 0, удовлетворяющие условиям: 

и, (2)=0, ш(@ #0; и,(6)=0, 10640. (8) 

Покажем, что и, (х) и и›(х) между собой линейно независимы. 
Предположим гротивное, и пусть и. (х) = си. (хХ), с == соп$. 
Тогда и› (а) = си, (а) =0, и функция и.›(х) удовлетворяет 
уравнению (5) и краевым условиям (6); в силу только что 
доказанной единственности решения краевой задачи, и. (x) ==0, 
что противоречит условию и, (5) == 0.
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Функция Г рина определяется формулой 

Uy (X) ие (5) 

G(x, $) = (9) 

Хх < $5, 

Uy ($) из (х 1 ( а 2 (x) > 

где С — постоянная, значение которой будет указано ниже. 
Отметим некоторые свойства функции Грина. 
1. G(x, $) непрерывна при а<х, $6. . 
2. При x#s LO=0; действительно, если х< $, TO 

х> $, 

Lo = 2) Lu, = 0; если же xX > $, TO 

LG = “и, = 0. 

3. Функция Грина удовлетворяет? краевым условиям (4) 

С (а, $) = О (6, $) =0. 

Действительно, если х.==а, TO х $ и в формуле (9) надо 
брать верхнюю строку; это дает нам 

G (а, $) = ие) Xs (5) —0. 

Если же х=—=0, то X>S, и нижняя строка формулы (9) 
дает 

С (6, $) — Uy On (5) — 0. 

4. Функция Грина симметрична: 

G(x, $) = G(s, x). 

Пусть, например, х < 5. Тогда. 

ил (х) и (5) G(x, s)=— . (x, 5) 2 
Для вычисления G(s, ¥) заметим, что в данном случае $ > x, 
т. е. первый аргумент больше второго, и надо воспользо- 
ваться ‘нижней строкой формулы (9), поменяв в ней x u S$ 
местами. Это дает нам 

G(s, x)= — “i (S) _G (x, $5). 
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5. Постоянную С можно подобрать так, чтобы 

ag) eG) 
Ox 8=2-0 дх в-2-0 P(*) | 

(10) 

Для доказательства вычислим левую часть в (10) 

0G 0G А (х) 
— — — = , 
Ox s=x-+0 Ox 8-20 С 

где A(x) = и, (х)и, (x) — и, (x) и, (x) есть определитель Врон- 

ского функций и2(х) и и! (х). Дифференцируя, находим 

A’ (x) == uy (x) и, (x) — uy (x) и, (x). 

Определив вторые производные из тождеств Lu, = 0; 

| м __ р’, Ч. —_ 
Uy Ри k=l, 2 

и подставив их в A’ (x), найдем 

A’ (x) = —# a A (x). 

A 
Отсюда А = 5, 
достаточно положить С = Ау, и формула (10) доказана. 

Докажем теперь, что решение уравнения (3) при краевых 
условиях (4) дается формулой 

где Ау некоторая постоянная. Теперь 

b 

и(х)= f G(x, s)f(s)ds. (11) 
a 

Прежде всего, по свойству 3 функции Грина 

b 

u(a) = [G@, s) f (s)ds =0 

b 

(= f Gb, s)f(s)ds=0,
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так что функция (11) удовлетворяет краевым условиям. 
Найдем далее первые две производные этой функции. Имеем 

2 b 

u(x)= f G(x, в) аз -- f G(x, yf (ads. 

Приняв во внимание, что функция Грина непрерывна, a ee 
первая производная терпит при $ = х скачок, определяемый 
формулой (10), найдем 

ЕР 

и’ (x) = оо jar f f(s) ds, 

и’(х) = ИЕ аз 

OG 0G. 

+H{ 55 8= 2-0 OX в=2+0 о 

- [= о едшь+ / 29 ош —7®. 

Умножим и”(х) Ha p(x), и’ (x) на р’ (х), u(x) на —9(х) И 
сложим. Учтя свойство 2 функции Грина, найдем 

2 b 

[41 = [f@Ldds+ [ f@LG ds —f()=—f 

что и требовалось доказать. 
В приложениях часто встречается случай, когда уравне- 

ние (3) решается при краевых условиях, отличных от усло- 
вий (4). Мы рассмотрим еще краевые, условия вида 

и’ (а) — ви (а) =0, и’(--Ви (5) =0, (12) 

где a и В — неотрицательные постоянные. Отдельно рассмо- 
трим два случая. 

1. Одна из постоянных a, 8 отлична от нуля. Пусть a > 0, 
В > 0. В этом случае предшествующие рассуждения в основном 
сохраняются, и мы отметим только необходимые изменения,
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Во-первых в доказательстве единственности решения, 
при интегрировании по частям в формуле (7), внеинтеграль-. 

ный член не исчезает, а принимает вид 

р (6) w’ (5) w (5) — p(a) wv’ (а) м (а). 
Исключив производные с помощью соотношений 

w’ (2) — в (a) =0, w’ (6) + Bw) =0, 
которым удовлетворяет функция ®(х) = и(х) —9(х), так 
как. каждое из решений u(x) и U(X) удовлетворяет усло-. 
виям (12), мы приведем тождество (7) к виду 

b 

Гр сд +9) e@P) 4х +ap@|e@P+ 

+ Bp (b)| w(b)?== 0. (13) 

Отсюда необходимо w’(x)=0 и w(a)—0; как и выше, 
отсюда заключаем, что W(x)==0 и, следовательно, решение 
единственно. 

Во-вторых при построении функции Грина следует усло- 
вия (8) заменить такими: 

‚и, (а) — ви (а) =0, и, (а)-=0; и. (5) Ви, (6) =0, и,(5)=0. 

В-третьих, свойство 3 функции Грина на этот раз записы- 
вается так | 

OG (x, $) 
—aG(a, s)=0; — 

v=a a ( ) Ox 
+ BG (6, s)=0. 

П, a==8==0, так что краевые условия имеют вид 

и’ (a) == и’ (b) =0. (14) 

В этом случае условия (2) необходимо усилить, заменив их 
такими: 

р(х) >. Ро == сопз > 0, 4(х)> 9 =const > 0. (15) 

Доказательство единственности решения в этом случае про- 
водится так. Тождество (13) принимает вид 

b 

fp @lo@P+9@lo@p)ar= 
a
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Отсюда 
b 

Гас | д Pax =0 

и, Tak как g(x) строго положительно, то необходимо 
w (х)==0. Остальное протекает, как в только что разобран- 
ном случае I. 

$ 39. Собственные числа и собственные функции 
обыкновенного дифференциального оператора 

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка 

а d Luo (x) a= 5 [p (x) Fe] чим (x) 4 =0 (1) 
при краевых условиях 

и (a) = и (6) = 0. (2) 

Функции p(x), p’ (x), g(x), r(x) будем считать непрерыв- 
ными на сегменте [а, 6]. Далее, будем предполагать, что 

p(x) >. Ру = сопз4 > 0, 4(х) > 0, г(х) >. го = с0п34 > 0. (3) 

При любом значении i) существует, очевидно, тривиальное 
решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям (2). 

Поставим задачу: найти такие значения A, при которых 
уравнение (1) имеет нетривиальные решения, удовлетворяю- 
шие краевым условиям (2). 

Эти значения A называются собственными числами, 
а соответствующие решения — собственными функциями 
уравнения (1), или. дифференциального оператора L, при 
краевых условиях (2). 

Поясним происхождение нашей задачи. Рассмотрим не- 
однородную струну, которая в состоянии равновесия занимает 
отрезок [а, 6] оси х. Допустим, что струна подвержена 
действию натяжения и восстанавливающей силы, которые 

постоянны во времени, но меняются вдоль струны. Пусть 
в точке х линейная плотность струны равна r(x), a дей- 
ствующее на струну натяжение равно p(x). Из физических 
соображений очевидно, что р(х)>0, г(х)>.0. Принятое 
нами условие F(x) >. гу > 0 соответствует допущению, что
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ни одно из поперечных сечений струны не вырождается 
в точку. Другое условие, р(х)>. ру >0, означает, что 
натяжение струны нигде не обращается в нуль; это условие 
выполняется во многих случаях. Наконец, обозначим через а (x) 
восстанавливающую силу в точке х: это значит, что если 
в точке х струна отклонилась от положения равновесия на 
величину U, то к участку струны (x, х-- ах) приложена 
сила, численно равная g(x)Udx и направленная противо- 
положно смещению И. Очевидно, следует считать 4 (х) > 0. 

Обычным способом (например, из принципа Гамильтона 
или путем подсчета CHA, приложенных к участку (x, х-- ах) 
и последующего применения второго закона Ньютона) не- 
трудно вывести дифференциальное уравнение колебаний нашей 
струны; оно имеет вид — 

ig [PO Se] -ч И =r) Se (4) 
где U(x, В — смещение точки струны с абсциссой х в MO- 
мент времени f, 

Пусть в начальный момент # =0 нам известны смеще- 
ния и скорости точек струны 

oU 
U\,-o= 9 (%), “8 |0 = } (x), (5) 

И Пусть концы струны неподвижно закреплены: 

U | а =U | —ь — 0. (6) 

Поставим задачу об интегрировании уравнения (4) при на- 
чальных и краевых условиях (5) и (6). Будем решать эту 
задачу по методу Фурье: будем искать отличные от тожде- 
ственного нуля решения уравнения (4), которые имеют вид 
((х, В =и(х)Т (Е) и которые удовлетворяют краевым усло- 
виям (6). Разделяя переменные, легко убедимся, что функ- 
ция #(х) должна удовлетворять уравнению (1) и краевым 
условиям (2) и быть отличной от тождественного нуля, т. е. 
что U(x) должна быть решением поставленной в начале 
параграфа задачи о собственных числах и собственных функ- 
циях уравнения (1) при краевых условиях (2). 

К той же задаче сводится, в числе многих других, задача 
об охлаждении неоднородного стержня, отдающего тепло 
в окружающую среду как через поверхности оснований, так
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и через боковую поверхность. Не останавливаясь на выводе, 
укажем, что в этом случае температура U(x, Ю стержня 
в точке с абсциссой х в момент времени { удовлетворяет 
дифференциальному уравнению параболического типа 

(р 5) чи = р, (7) 

где коэффициенты p(x), g(x) и г(х) удовлетворяют упомя- 
нутым выше требованиям. Если на концах стержня под- 
держивается постоянная, равная нулю температура, то U (x, f) 
удовлетворяет краевым условиям (6). Будем считать данной 
температуру (xX) в начальный момент, тогда должно быть 
удовлетворено еще и начальное условие 

U -.=$(%). (8) 

Отыскивая по методу Фурье частные решения вида 

U(x, 0 =и(>хТЕВ, 

найдем, что функция U(x) должна быть, как и в случае 
залачи о струне, решением задачи о собственных числах 
и собственных функциях уравнения (1) при краевых усло- 
виях (2). 

Для доказательства существования собственных чисел 
и собственных функций нашей задачи сведем эту последнюю 
к решению некоторого интегрального уравнения. С этой 
целью перепишем уравнение (1) в виде 

[4 — — № (x) u(x), 

что совпадает по форме с уравнением (3) § 38 при 

I (x) = — М (x) u(x); 

оба уравнения решаются при одних и тех же краевых усло- 
виях. Применяя в нашем случае формулу (11) § 38, полу- 
чаем 

ь 

и(х) = ^ [ г ($) Ц (x, $) и (5) 45. (9) 

Мы получили однородное интегральное уравнение, кото- 
рое равносильно совокупности дифференциального уравне-
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ния (1) и краевых условий (2); в этом уравнении u(x) — 
неизвестная функция, ^ — параметр. В силу симметрии функ- 
ции Грина, ядро уравнения (9), равное r(s)G(x, $), сим- 
метрично, если Г (х) == const, и несимметрично в противном 
случае. Однако, всегда можно преобразовать уравнение (9) 
в уравнение с симметричным ядром. Для этого обе части 

уравнения (9) умножим на Vr (x) и введем новую неизвест- 
ную функцию 

9(x)=V r(x) u(x). (10) 
Положив еще 

V r(x)r(s) G(x, $) =К(х, 5), (11) 

мы придем к уравнению 

b 

e(x)—d [ K(x, s)e(s)ds=0 (12) 

с симметричным ядром (11). Ниже будет показано, что это 
ядро имеет счетное множество характеристических чисел, 
которые, в силу теоремы 1 Фредгольма, стремятся к бес- 
конечности при бесконечном увеличении номера. Заметим, 
что ядро (11) ограничено и, тем более, удовлетворяет усло- 
вию (А). 

Если hy, Ag, ..., №», ...—Характеристические числа урав- 
нения (7) и $,(х), $2 (х),..., 9, (X), ... — соответствующие 
собственные функции, то, очевидно, что №, ^.,,..., №, eee 
суть собственные числа уравнения (1) при краевых усло- 
виях (2), а соответствующие собственные функции опре- 
деляются соотношением 

фи (x) ив (x) = He. (13) 
V r(x) 

Нетрудно доказать, что собственные функции U4, (x) орто- 
гональны и нормированы с весом г(х). Действительно, соб- 
ственные функции интегрального уравнения (9) ортогональны: 

b 
ГО при Jk, 

(ее = [ба Ро |1 при /=А,
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Подставив вместо ф„(х) их значения (13), получаем. 

b | oo 
| О при j#R, 
fro и; (х) их (x) dx 1 при j=k, 

что и требовалось доказать. 
Творема разложения. Пусть w(x)— функция, непре- 

рывная вместе со своей первой и второй производной на 

сегменте [а, 6] и пусть на концах сегмента (а) = 
— w(b)=0. Гогда эта функция разлагается в регулярно 
сходящийся ряд по собственным функциям обыкновенного 
дифференциального уравнения (1) при краевых условиях (2). 

Функция 

Пк) =—Lw=— F< (ри) и 

непрерывна на сегменте [а, 6], и по условию теоремы 
(а) = & (5) =0. В таком случае w(x) можно рассма- 

тривать как решение уравнения 

Lw = —f (x) 
‘при краевых условиях (2). Но тогда. w (x) можно пред- 
ставить по Формуле (11) 5 °° 

(14) 

год = foe s) f ($) ds. 

Умножим обе части этого равенства на V r(x); в силу 
определения ядра K(x, $) имеем 

b 
— __ ay SF ($) Vr w= KC, Эс ds. (15) 

Отношение У — непрерывная и, тем более, квадратично 

суммируемая функция. В таком случае равенство (15) озна- 

чает, что функция V r(x) (9) w (x) представима через ядро K(x, 5), 
а тогда по теореме 2 § 27 эта функция разлагается в ре- 
гулярно сходящийся ряд Фурье по собственным функциям 
ядра K(x, $) 

Vir (x) w(t) = Хе, 9.
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Отсюда 

~ фи (x) . < (x) = y en A = У, сли, (2). 16 

n=1. Vr() n=l 

Функция r(x) строго положительна: r(x) > 7, > 0, по- 
1 

этому функция Vig ограничена. Умножение на такую 
r(x 

функцию’ не нарушает регулярной сходимости ряда, и ряд (16) 
также сходится регулярно. 

Коэффициенты с„ вычисляются по формуле 

b 

r= (Ут, 4) = | УГ) w(x) „дах 

или, Так как функции $„(х) вещественны и 

фи (x) = Vr (*) Uy (x), 

b 

св — fro и (x) и, (х). (17) 

Следствие. Множество ортонормированных собствен- 
ных функций задачи (Г) — (2) счетнов. 

Допустим противное: пусть существует только конечное 
число т этих функций. Если w(x) — любая функция, удовле- 
творяющая условиям теоремы разложения, то, по формуле (16), 

w (x) = р сии (х). 

Но это равенство означает, что среди функций, удовлетво- 
ряющих условиям теоремы разложения, имеется только т 
линейно независимых. Это, однако, неверно: функции 

пт (х—а). 

b—a ’ 

удовлетворяют всем названным условиям: они непрерывны 
вместе со своими первыми и вторыми производными и обра- 
щаются в нуль на концах сегмента [а, 6]; в то же время 
эти` функции, взятые в любом конечном числе, линейно не- 
зависимы. 

sin n=l, 2,...
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Из общей теории интегральных уравнений с симметрич- 
ным ядром следует, что собственные числа A, уравнения (1) 
при краевых условиях (2) вещественны. Докажем, что эти 
числа положительны. Тождество 

аа (P ) GE) — 9 (2) tn 0-9 ty (д =0 
умножим Ha и„(х) и проинтегрируем в пределах от а до 6. 
Взяв первый интеграл по частям и принимая во внимание, 
что и„ (а) = и, (5) =0, получим 

р b 
— Грош о-я ия (х)} dx +h, [гда (x) dx =0. 

Отсюда по формуле (14) 
6 

= f (роди 0-9) и 0) dx >0. 
а 

Если бы оказалось, что A, ==0, то необходимо было бы 
и | 

Года оч в (x)} ах =0. 
в 

Повторяя рассуждения, которые мы проводили при дока- 
зательстве единственности решения краевой задачи § 38, 
найдем, что и„(х)==0. Это невозможно, так как собствен- 
ная функция и„(х) отлична от тождественного нуля. 

Интересно отметить случай, когда одно из условий (3) 
нарушается, а именно, когда 4(х), оставаясь непрерывной, 
может принимать отрицательные значения. Будучи непре- 
рывной, эта функция ограничена снизу | 

а(х)>— М, М= сопз+ > 0. 
Положим 

pas, hSp— 7, FH) =9(9 17. 
ro 

Очевидно, Q(x) > 0. Уравнение (1) принимает вид 

1х (р (x) ч=)— 9 (x) w(x) +-pr (x) a (x)= 0. (18)
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По доказанному; уравнение (18) при краевых условиях (2) 
имеет счетное множество положительных собственных чисел ви, 
и, > OO, и отвечающих им ортонормированных с весом г (x) 

®>со 

собственных функций и„(х). Но тогда при тех же краевых 
условиях (2) уравнение (1) имеет счетное множество’ соб- 
ственных чисел 

hn = ви —Т, 

среди которых может оказаться только конечное число 
отрицательных; собственным числам A, отвечают только 
что упомянутые собственные функции ий „(х). 

Все сказанное в настоящем параграфе распространяется 
на тот случай, когда краевые условия, (2) заменены усло- 
ВИЯМИ 

и’ (а) — ви (а) ==0, и’(6) ви (6)=0, «>0, B>0. (19) 

Если функции p(x), р’(х), g(x), r(x) непрерывны 
и p(xX)>p>0, г(х) > п )>0, то при краевых усло- 
виях (19) уравнение (1) имеет счетное множество стремящихся 
к бесконечности собственных чисел ^„, среди которых может 
быть только конечное число отрицательных; этим собствен- 
ным числам отвечают ортонормированные с весом г(х) соб- 
ственные функции 4, (x). Для любой функции, непрерывной 
вместе с двумя первыми производными и удовлетворяющей 
условиям. (19), имеет место теорема разложения по функ- 
циям. и» (х).. Если хотя ‘бы одна из постоянных a@ или В 
отлична от нуля HM g(x)>0, то все собственные числа 
положительны. Если же х =В ==0, но выполнено дополни- 
тельное условие 4(х) > go == const > 0, то по-прежнему i, > 0. 

В заключение докажем, что собственные функции каждой 
из рассмотренных нами краевых задач образуют полную 
систему. Для этого заметим, что если функция f(x) не 
обязательно непрерывна, а только квадратично суммируема 
в промежутке (а, 6), то формула (11) § 38 дает функцию, 
которая на сегменте [а, 6] абсолютно непрерывна вместе 
со своей первой производной, удовлетворяет краевым усло- 
виям задачи и имеет почти всюду вторую производную, 
которая квадратично суммируема в (а, 0); эта функция почти 
всюду в промежутке (а, 2) удовлетворяет уравнению Lu == 

= —f (x).
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Допустим теперь, что квадратично суммируемая в про- 
межутке (а, 5) функция w(x) ортогональна ко всем собствен- 
ным функциям ядра (11). Функция 

b 
© (Хх) = [ G(x, s)Vr(s) о (s) ds 

удовлетворяет почти всюду уравнению [9 = — Vr (x) w(x). 
Но теореме Гильберта — Шмидта 

Ус 9 = YM) 9, (2) =0. 
n=1 

L (5) 
r (x) 

Отсюда v(x) =0 и w(x) = — =0, что и требовалось 
доказать. 

$ 40. Обоснование метода Фурье 

В § 39 были сформулированы две задачи математической 
физики, решение которых по методу Фурье приводит к задаче 
о собственных ‘числах и’ собственных функциях для обыкно- 
венного дифференциального уравнения второго порядка. 
Опираясь на полученные в $ 39 результаты, можно показать, 
что при некоторых дополнительных условиях относительно 
начальных данных метод Фурье действительно дает решение 
соответствующей задачи математической физики. | 

Мы ограничимся здесь более простой задачей теплопро- 
водности. Для функции Т({) в результате разделения пере- 
менных получается дифференциальное уравнение Т’--^„Г=0, 

откуда Т = A,e~'n', решение уравнения теплопроводности 
мы ищем в виде | | 

U(x, 9 = Удиви, (5) (1) 
n=1 

Л, и и,(х) — собственные числа и собственные функции 
задачи, исследованной в § 39. Если ряд (1) сходится равно- 
мерно в полуполосе A< xX <b, {> 0, то его сумма удовле- 
творяет краевым условиям 

О (а, =U, 2 =0;
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если, сверх того, ряд (1) допускает двукратное почленное 
дифференцирование по х и однократное — по &, то его сумма 
удовлетворяет уравнению теплопроводности. Допуская ‚опять, 
что ряд (1) сходится равномерно в полуполосе a<x<b, 
¢t>0, положим в этом ряде #==0; учтя начальное усло- 
вие (8) $ 39, получим 

; (x) = ps Ави» (х). (2) 

Отсюда видно, что коэффициенты A, суть коэффициенты 
Фурье функции g(x) по отношению к системе функ- 
ций {u,,(x)}, ортонормированных с весом г.(х): 

b 

= fr (x) 9 (x) My (x) ах. (3) 
a 

Чтобы обосновать метод Фурье для уравнения тепло- 
проводности, нам остается указать условия, при которых 
ряд (1), вкотором коэффициенты определяются формулой (3), 
равномерно сходится в упомянутой выше полуполосе и до- 
пускает, при #0, двукратное почленное дифференцирова- 
ние по Хх и однократное — по f. 

Теорема. /Лусть функция 9 (x) непрерывна в сег- 
менте [а, 6] вместе со своими двумя первыми производ- 
ными, и пусть $(4) =$(5) =0. Тогда ряд (1) регулярно 
сходится в полуполосе a<x<b, #20. При а< х<Ь, 
t > 0 ряд (1) можно дифференцировать почленно сколько 
угодно раз’ no tu два раза — по x. . 

Функция Ф(х) удовлетворяет условиям теоремы разложе- 
ния § 39, поэтому при а << ряд (2) сходится регулярно. 

Собственные числа A, > 0, поэтому е` nt <! при ¢t>0, 

и. ряд (1) сходится, также регулярно, в упомянутой в тео-. 
реме полуполосе. 
‚ Доказательство почленной дифференцируемости ряда (1) 

мы проведем; используя сравнительно грубые, но зато просто 
получаемые оценки абсолютных величин собственных функ- 
ций u,(x) и их производных. .
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Напишем интегральное уравнение, которому удовлетворяет 
функция и„(х): 

b 

Un (Хх) = hy foe, S) r ($) U,(s)ds = 

b 

= hn f Gx, ЭУГ® - Vr) а, (9 ds. (4) 

По неравенству Буняковского 

1 1 b 

[4% (x) | < А fom, $) r(s)ds 2, [192 © 48 ". 

а 

Второй интеграл равен единице [функции 4, (5) нормированы 
с весом r(s)], а первый ограничен, потому что ограничены 
функции G(x, $) и г($). Отсюда вытекает оценка абсолют- 
ной величины для функций ии: | 

| 4, (х)| < СА; С == сопз. (5) 

Теперь легко доказать почленную дифференцируемость 
ряда (1) по #. Формально продифференцировав этот ряд Ё 
раз по ¢, получим ряд , 

DA Age и, (2). (6) 
nm=1 _ 

Из неравенства Бесселя следует, что .А„ —»* 0. Отсюда 
. n>oo 

вытекает, в частности, что коэффициенты A, ограничены; 
пусть |A,|< М. Ряд (6) будем рассматривать в полуполосе 
a<xX< |, 18 где 6— любое положительное число. В этой 
полуполосе ряд (6) мажорируется сходящимся числовым 
рядом: 

со. 

УСМАН 
n=1 

и потому сходится равномерно, но тогда R-KpaTHOe почлен- 
ное дифференцирование по Ё ряда (1) законно. Так как 
$ — произвольное положительное число, то почленное диф- 
ференцирование по Г допустимо при любом #.> 0.
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Продифференцируем равенство (4) по x: 

b 
0G 

u(x) =), Г axl ($) и» ($) ds. 
а 

0G 
Производная “Fy, ограничена; применяя опять неравенство 

Буняковского, получаем оценку первой производной соб- 
ственной функции: 

|4, (*) |< СИ С, == const. (7) 

Вторую производную оценим, используя дифференциаль- 
ное уравнение собственных функций 

ри (9-96) — da нь = 0. 
Orciona 

= FO ot (x) + [49 1, £7] и, (5. р (х) P(x) m p(x) 

Отношения в правой части ограничены; из оценок (5) и (7) 
следует теперь, что ` 

|4, 9 |< CMs С,= const. (8) 
2`п’ 

Продифференцировав ряд (1) по х формально один или 
два раза, получим ряды 

со | (oe) 

Е ил. Е Злоищо Зло 
которые. в полуполосе a< x <b, #>68 мажорируются схо- 
дящимися числовыми рядами у 

> C,M),e7'n’; > С. Ме №. 
n=1 Nal 

Отсюда и вытекает законность одно- или двукратного диф- 
ференцирования ряда (1) по x.



$ 41] ФУНКЦИЯ ГРИНА ДЛЯ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА 209 

§ 41. Функция Грина для оператора Лапласа 

Пусть О — конечная область плоскости (x, У), ограни- 
ченная контуром L; P(x, у) и О (&, 1) — произвольные точки 
этой области. Функцией Грина области D для оператора 
Лапласа называется функция С (Р, ©); обладающая следую- 
щими свойствами. 

1. GP, =: шт — в, 9), 
где г — расстояние между точками Р и О, a g(P, Q)—rap- 
моническая в D функция как координат xX, у, так и коор- 
динат &, 1. | 

2. Если PEL, то G(P, Q)=0. 
Ограничимся случаем, когда область @ — односвязная. 

В этом случае функция Грина области О строится просто. 
Положим 2==x-+iy, C= §-+ in, и пусть функция = ® (2) 
конформно отображает область D на круг || < 1 плоскости 
комплексной переменной #. Тогда 

1— w (z) (0) 
ВЫ 1 

G(P, Q) = 5, In @ (z) — o (8) © e (1) 

Из формулы (1) видно, что функция Грина симметрична 3): 

G(P, 9 = 0 (©, Р). 

Докажем, что функция (1) действительно обладает свой- 
ствами 1 и 2 функции Грина. Формулу (1) преобразуем так: 

(2—9 (1—%(2)5 © 
о (2) =o (©) 

| w (2) —o (S) 

(2—0 (1 — o(2)o (©) | 

1 G(P, Я=— In| z—6| + in 

1,1 1 
== — In —— 

27 r 2 
(2) 

Рассмотрим функцию под знаком модуля во втором сла- 
гаемом. Если PED, ОЕО-НЕ, то |®(2)|<1, [o®|<1. 
Отсюда следует, что при 244% рассматриваемая функция 

1) Из формулы (1) вытекает симметричность функции Грина 
только в случае односвязной области; в курсах математической 
физики доказывается, что симметричность функции Грина имеет 
место независимо OT связности области.
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регулярна в О. В-точке z= наша функция имеет устра- 
нимую ‚особенность, так как существует предел 

lim в (2) —o © — w’ ($). 

256 (2—9 (1 — o (2) (6)) 1— | (5) [2 

этот предел конечен и отличен от нуля, потому что теперь, 
|w ($) | < Ти, в силу конформности преобразования, w’ (&) # 0. 
Положив рассматриваемую функцию равной величине (3) при 
2—6, мы сделаем эту функцию регулярной в области D; 
кроме того, она отлична от нуля, так как в (2) 5 ® ($) при 
2-Е а тогда функция 

| 1 w (2) — в (6) 
P, — —— | 

— ТУ " 
8(Р, Q)= In (z —0)(1 — o(z)0 @) 

гармонична как функция от хи у при фиксированных Ё и т. 
Будучи симметричной относительно .Р и О, функция g(P, О) 
гармонична` также относительно § и y при фиксированных 
x иу. Этим доказано свойство 1. 

Просто доказывается свойство 2. Если PEL, то | в (2) |= 1 

1 
w (2) 

G(P, = 

; (3) 

и, следовательно, — ® (2). Но тогда 

wW — 5 1 ЕО + шв (|=. 

Заметим, что в силу симметрии функции Грина С (Р, Q)=0, 
если Обри РЕД. 

Теорема 1. Если й —диаметр области D, mo спра- 
ведливо неравенство 

0<0(P, < ш^. (4) 

Функцию Грина представим в виде 

1 h 1 
G(P, Q) = 5, n= — 81 (Р, Q); =, (Р, Ф = &(Р, Q) + 5- In h. 

Зафиксируем точку Р внутри области. Тогда g,(P. Q) 
есть гармоническая функция точки Q и потому достигает 
минимума на контуре [. Но если QEL, то G(P, 9) =0и 

1 h 
81 (P, 9=5- n> 2a.
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Отсюда следует, что функция g,(P, ©) неотрицательна. 
Теперь . 

GP, О= шт, Оки Qn Г 1, > г° 

Фиксируя по-прежнему точку Р внутри области, выре- 
жем ее кружком достаточно малого радиуса в с центром 
в Р (черт. 8). В оставшейся двусвязной области О. функ- 
ция С (Р, Q) гармонична по отношению к точке Q и потому 
достигает минимума на контуре области D,. Но G(P, 9) =0 
на [ и G(P, Q) имеет сколь 
угодно большие положитель- у 
ные значения на. окружности 
Г —, если величина е доста- 
точно мала. Отсюда следует, 
что G(P, 9) > 0. Сопоставляя 
полученные неравенства, при- 
дем к неравенству (4). 

Пусть теперь область D 
такова, что производная ото- 
бражающей функции, ®’(2), ; 
непрерывна в замкнутой об- хх — т 

ласти D-+-L и нигде на KOH- 
туре L не обращается в нуль. 
Тогда из формулы (1) вытекает Рис. 8. 
следующее: если точка P (или Q) 
фиксирована внутри области D, то функция Грина имеет 
первые производные по § ит (или по хи у), непрерывные 
в замкнутой области D-+-L за исключением точки О =Р. 
Поведение первых производных функции Грина в точках, 
близких к точке Р, дается следующей теоремой. 

Теорема 2. Если область D такова, что w’ (2) непре- 
рывна в замкнутой области и нигде на контуре не обра- 
щается в нуль, то существует такая постоянная с, что 

\ 

с 0G | [+ 

[ке [|< 7. [|< [| <7. © 
Имеем 

а _1 д 1—0 (2)® (| _ д, 1—0 (2)о (© 
Ox On Ox 0 w (2) — w (5) ре Re eg, In w (z2)— w ($) ° 
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Положим в (2) =, в (© ==х. 
Тогда 

9: 1—%9(2) 5 () if 
02 w (2) — в (5) — (ОЕ —*° 

Производная w’(z) непрерывна в замкнутой области и не 
обращается нигде в нуль, поэтому существуют две положи- 
тельные постоянные a и 6, такие, что а<|®’(2)| <b. 
Теперь 

1 ag) ст 
дх 2x 

1-& 

Ё— < 

лв 
On |#—*|.11-—-&]| 

урл O 
2) — In 

"OF 

Далее, |1 —é¢t|>1—J]t|-|t]|>>1—|t], так как |#|<1 
Отсюда | 

ec P+!) b 
5s |< on |f—+l Szf=sT* 

Пусть 2==$(Р) — функция, обратная функции # = (2). 

Тогда ф’ (Е) = и, следовательно, |’ (t)| < 7 Tenepb 

fy (a) ах! < 

6” (2) 

r=|z—C|= 

Отсюда 

Аналогично доказываются и остальные неравенства (5). 
При тех же предположениях относительно отображающей 

функции ®(2) справедлива следующая теорема. 
Теорема 3. //усть И (О) — функция, непрерывная 

вместе со своими первыми производными в замкнутой 
области D+-L и имеющая непрерывные вторые произ- 
водные в открытой области О), и пусть эта функция 
обращается в нуль на контуре Г. Тогда справедлива 
формула 

ИР) =— || [ GP, ОО ща. (6) 
р



$ 41] ФУНКЦИЯ ГРИНА ДЛЯ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА 213 

К функциям И (0), G(P, Q) и к области D, (черт. 8) 
можно применить известную формулу Грина: 

[ Ло юзве. 9—0. Qu алжа= 
D : = Ло )м+ ] (05:03) 

rms 

здесь у— нормаль к контуру, внешняя по отношению 
к области D,. В последнем равенстве исчезают интеграл по 
контуру Ё и первое слагаемое под знаком двойного инте- 
грала. Отсюда 

— fee. Q) AU (Q) dé dn = [(v% 9%,) 41. (7) > | 
r=6 

Положим теперь =—*0. Предельный переход в (7) слева 
непосредственно приводит к интегралу 

—f Го, QU @a&an; 
р. 

правую часть формулы (7) рассмотрим подробнее. Заметим 
прежде всего, что функция И и ее первые производные, 
будучи непрерывными в замкнутой области, ограничены; 
существует, следовательно, такая постоянная М, что | И | < М, 

| < М. Введем полярные координаты Г и ф с полюсом 

в Р, тогда di|,_.—edg. Второй член в (7) справа оцени- 

вается так: 

Гора] < 
eed 

ки] G(P, Q)dg< Me In = 557 0. 
0 

Чтобы "выяснить предел первого члена справа в`(7Т), за- 
метим, что на окружности г==е внешняя нормаль напра- 
влена против радиуса, поэтому 

а _ 90а ol 4.98 
OV бк Е Г Or r=
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Внутри области D функция g гармонична, поэтому 

д [Z| < м, 
гв 

где № — некоторая постоянная. Теперь 

dp. 

r=e 

2n an 

Доза офи [voz 
r=6 

Второй интеграл по модулю He превосходит величины 
2к=ММ и потому стремится к нулю вместе с е. Первый же 
интеграл равен 

2" 

1 
e а | Uw@+ecose, y+ esin 9) dg, 

0 

что стремится к U(x, у) при e—0. Сопоставляя результаты 
предельных переходов справа и слева в формуле (7), при- 
ходим к соотношению (6). 

При прежних предположениях относительно области О 
верна следующая теорема. 

Теорема 4. Пусть p(Q) непрерывная и непрерывно 
дифференцируемая в замкнутой области Р-- Е функция. 
Тогда функция | 

ир=Ь— | [ GP. Me @dar 8) 
р 

непрерывна вместе со своими первыми производными 
в замкнутой области Р-- Г, обращается в нуль на кон- 
туре L, имеет внутри области D непрерывные вторые 
производные и удовлетворяет уравнению ̀ 

АИ = а ду =P (P). (9) 

Подынтегральная функция в (8) непрерывна, кроме точки 
Р = 0, а интеграл (8) сходится равномерно в силу тео- 
ремы 1. Отсюда следует, что функция U(P) непрерывна 
в D+L. Если PEL, то G(P, 9) =0и И(Р) =0. Фор-
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мальное дифференцирование интеграла (8) по хи у приво- 
дит к Интегралам 

1 | 2. Лока — =] ] уе Фкаь ao 
которые сходятся равномерно в силу теоремы 2. В таком 
случае, как известно, формальное дифференцирование законно, 
и функция U(P) имеет в замкнутой области непрерывные 
первые производные, выражаемые интегралами (10). 

Перейдем к исследованию вторых производных. Имеем 

UP=z ff o@inratag+ 
D 

+f feP. Фран = И, (Р)- И, (). 
° D 

Дифференцируя это, например, по х, найдем 

91 
5== о эк. so dtd + 

tal Jo p(Q)d§dy. (11) 

Второе слагаемое справа в (11) имеет внутри области D 
производные всех порядков, так как функция #(Р, Q) гар- 
монична. Исследуем первое слагаемое. Заметим, что 

In olnr | 
я: подставив этов Ди интегрируя по частям, 

oo“ 

t= a) Se пл dé 1—5 [| o(Qeos, х) шга[. (12) 
L 

Если РЕД, то в контурном интеграле подынтегральная 
функция имеет непрерывные производные всех порядков по 
x и у; отсюда следует, что упомянутый интеграл также 
имеет в D непрерывные производные всех порядков. Что же 
касается двойного интеграла в (12), то его формальное диф- 
ференцирование по х или по у приводит к равномерно схо- 
дящемуся интегралу; отсюда следует, что двойной интеграл
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в (12) имерт непрерывные в D (и даже в D-+-L) первые 
производные. Собирая результаты исследования, видйм, что 
функция (8) имеет непрерывные в D вторые производные. 

Остается доказать, что функция U(P) удовлетворяет 
уравнению (9). Имеем - 

AU = AU,+-AU,=AU,+ f [p(Q deg P. Qatar 
D 

и, так как функция g(P, О) гармонична, AU = AU. 
Для вычисления AU, продифференцируем равенство (12) 

по x: 

aU; _ 1 ] дрд т 10 Fe ay 

D 
0x2 Qn '0Е Ox 

(13) 

Двойной интеграл преобразуем следующим образом: 

дед пг -/ дд тг 
И ox ®ат= oe #91 
р р 

аа т, 

s>0 

или, если последний интеграл взять по частям, 

дд ши JJ д пг 
: ox 41 т] (©) да a a — 

ae бар cos ват |, (Q) 2 cosy, nat}: 
гв 

Поставив это в равенство, (13) и замечая, что. 

Oinr  Ошг 

получим 

020 . 1 0 пг 

oat = lin ef ] р (©) gear aE 41 — 
р 

Ve | Olnr 
— lim 3 Па —5- cos(v, x) dl. 
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aa _ 

2 0? = о [п бог” ал — 

‚1 д тг | | ых роб воз, yal 
Сложим последние равенства, приняв во внимание, что 

Alnr = 0: 

AU; = — 1 tim Г (©) [cos (v, 2  cos(y, yt “| dt 1 — on e>0 р ' 08 | On 
r=6 ` 

dinr __&—х __cos(r,*), дшг _ 4—y __cos(r, 1). 
Имеем 

г’ мо 3 г} 
отсюда 

1. - 8 (+, AU, = — ye Ш ] 9 (Q) SSO ai, 
ro 

` e 

Ho на окружности г = нормаль направлена против радиуса, 
а di=edy, где ф полярный угол, и мы получаем оконча- 
тельно 

О lim | p(x-fecos¢, y-tesin 9) de 
8 0 

=p (x, y= (P). 

$ 42. Собственные функции задачи о колебании 
мембраны 

Пусть мембрана в положении равновесия занимает конеч- 
ную область D плоскости (x, у). Контур области D обозна- 
чим через L. Допустим, что мембрана неподвижно закреплена 
по контуру. Задача о колебании такой мембраны сводится 
к интегрированию волнового уравнения 

eu , ow 1970, 
a + ay = 2 of? (x, NED, t>0 (1) 

при краевом условии ~ 

U|,=9 у (2)
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и начальных условиях 

U lo = 9% De GL =, У. (3) 
По методу Фурье решение представляют в виде 

И = > (А,соза Vi, t+ В, эта УЛ, Е) ХФ, (x, у), (4) 
Nal 

где Ф„(х, у) суть ee | решения уравнения . 
0°Ф„ 

при краевом условии 

Ф, | = 0; (6) 

числа A, должны быть подобраны так, чтобы такие нетри- 
виальные решения существовали. Функции Ф„(х, у) назы- 
ваются собственными функциями краевой задачи (5)—(6), 
а ^, — соответствующими им собственными числами этой 
задачи. Легко доказывается, что собственные числа ^„ поло- 
жительны, а собственные функции, отвечающие различным 
собственным числам, ортогональны. Действительно, умножим 
уравнение (5) скалярно на Ф„(х, у), иначе говоря, умножим 

это уравнение на Ф„(х, у) и проинтегрируем по области: 

Ф, АФ, hn ©, = 0. Г] A®, dx dy + Sf dx dy=0 (7) 

По известной формуле Грина 

1/8. АФ, dx dy = | 0% ont ds — 

08,0, , 05,08, On 
—f “Ox Ox ТГ Oy ду dx ау; 

здесь у— внешняя нормаль к Ё. Контурный интеграл исче- 
зает в силу условия. (6), поэтому 

J fF АФ ndxdy=— Jf ([3% ди ") dx dy, 
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Теперь из уравнения 0 следует 

дФи 

JS (1 Oy danas 
n= = 0. 

Tiare 

При этом, если ^„==0, то необходимо 

0 | -- | 9% ] Е и ‘} dx dy —0, 

откуда: ont = oe = =0, ,=const. Тогда из условия (6) 

следует D, = 0, а это невозможно, так как NO предположе- 
нию Ф,, как нетривиальное решение задачи, отлично от TO- 
ждественного нуля. Окончательно, i, > 0. Заметим, что так 
как числа ^„ вещественны, то собственные функции Ф, также 
можно считать вещественными. 

Пусть теперь ^„-2^„м„ два собственные числа задачи 
(5)—(6), Ф„(х, у) и Фи(х, у) — отвечающие им собствен- 
ные функции. Воспользуемся ‘еще одной формулой Грина 

ди __ и 9% 
J Лем-имд яву = J (9% re a5) 45. 

Г. 

Положим в этой формуле и=Ф.(х, у), v=, (x, у). 
В силу условия (6) контурный интеграл исчезает. Далее, по 
уравнению (5) 

D,, AD, — DB, AD, = An — hon) On Pins 

и формула Грина дает 

On—hn) (By, Bn) = 0. 
Но h, = Am, поэтому (Ф„, ®,,) = 0, что и требовалось доказать. 

Если собственному числу i, соответствует несколько 
линейно независимых собственных функций, то их можно 
подвергнуть процессу ортогонализации (см. § 2), имы вправе 
теперь считать, что функции Ф,„(х, у) образуют ортонор- 
мированную систему.
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‘TlonyctuM теперь, что ряд (4) можно почленно диффе- 
ренцировать по ¢, так. что 

60 / 
a =У, ау), (— А. sina УЛ, t+B, cosaVi, Е) ®, (x, У) (8) 

n=1 

и что в ‘рядах (4) и (8) можно почленно переходить к пре- 
делу при #-#0. Выполнив этот переход и воспользовавшись 
начальными условиями (3), получим 

9(% N= ХА, Ф,(а, Mi 9, N= 2 У», В„Ф, (x, У), (9) 

отсюда легко находим искомые meus 

An=(% Oq) В, = уе ф Ф 
Остается выяснить условия, при которых ряды (9) схо- 

MATCH и имеют‘ суммы, соответственно равные (x, у) и 
p(x, У). Мы это сделаем, сведя задачу (5)—(6) к интеграль- 
ному уравнению с симметричным ядром. 

Задача состоит в отыскании значений A, при которых 
уравнение AD-+-A® —=0 имеет нетривиальное решение, удо- 
влетворяющее краевому условию Ф |, =0. По формуле (6) 

$ 41 

®(P)=— [[ ор, DAS Qatar, 
и 

Но АФ = —A®; подставив это в интеграл, получаем инте- 
гральное уравнение с симметричным ядром 

®(P)—2 [| Го, QR Qakay=o. (10) 
D 

Ядро G(P, ©) уравнения (10) удовлетворяет условию (А). 
Действительно, по теореме 1 § 41, 

[few оч «аь [ие аа, 
р р



$ 42] СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ЗАДАЧИ О КОЛЕБАНИИ МЕМБРАНЫ 221 

Область D целиком лежит внутри круга радиуса Й и с цент- 
ром в любой точке ‘области, поэтому 

h 

f fot di ал < < Je ат Эт f rine 4 dr = 
0 

—= Ой? ива 
0 

2 

f fee, от 
D 

_ Собственные числа и собственные функции задачи о ко- 
лебании мембраны одновременно суть характеристические 
числа и собственные функции интегрального уравнения (10). 
Докажем, что существует обратная зависимость: характери- 
стические` числа и собственные функции уравнения (10) суть 
также ‚ собственные числа и собственные функции задачи 
о колебании мембраны. Пусть } и Ф(Р) — характеристиче- 
ское число и собственная функция уравнения (10). По след- 
ствию из теоремы 1 § 16, функция Ф(Р) ограничена. 
В таком случае интеграл в (10) сходится равномерно в силу 
теоремы 1 § 41 и представляет собой функцию, непрерыв- 
нуюв D-+'L, Отсюда следует, что собственная функция Ф (Р) 
непрерывна в DL, 

Формально дифференцируя интеграл, входящий в уравне- 
ние (10), по x или по у, получим интеграл, который, в силу 
теоремы 2.5 41, сходится равномерно. Отсюда следует, что 
Ф(Р) имеет непрерывные в D-+-L первые производные. 
Применяя тепгрь к упомянутому интегралу теорему 4 § 41, 
легко убедимся, что Ф|, =0 и АФ—= —)Ф, т. е. что № 
и Ф(Р) суть собственное число и соответствующая ему соб- 
ственная функция задачи о колебании мембраны. 

К уравнению (10) применима развитая в предыдущей 
главе теория симметричных интегральных уравнений. Как 
и в $ 39, из приводимой ниже теоремы разложения будет 
следовать, что ядро G(P, @) имеет счетное множество соб- 
ственных функций Ф,(Р), отвечающих характеристическим 
числам A > со. Выше было доказано, что },, > 0. 

и окончательно 

nm n>o
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Теорема разложения. Пусть функция U(P) непре- 
рывна со своими первыми производными в замкнутой 
области D-+-L, тогда как вторые производные этой 
функции непрерывны внутри области D и квадратично 
суммируемы в ней. Тогда U(P) разлагается в регулярно 
сходящийся ряд по собственным функциям YD, (P). 

Положим й(Р) = — АИ (Р). По формуле (6) $ 41, 

И(Р)= | GP, ЧО dar, 
р 

Имеем v8 
02 207 |2 027 О3и |2 

| (РР = gat дут | | < 2 9х2 +155 | 

и, так как по предположению правая часть этого неравен- 
ства суммируема в D, то функция A(P) в О квадратично 
суммируема. Теперь. наша теорема оказывается непосред- 
ственным следствием теоремы 2 § 27. 

Нетрудно указать теперь условия разложимости началь- 
ных функций х(х, у) иф(х, У) в ряды (9): достаточно, чтобы 
эти функции были непрерывны вместе со своими первыми 
производными в D-+-L и чтобы их вторые производные 
были непрерывны и квадратично суммируемы в D, При 
этих условиях ряды (9) сходятся в О регулярно. 



ПРИЛОЖЕНИЕ 
УПРАЖНЕНИЯ!) 

1. Дано уравнение Вольтерра со слабой особенностью 

вх И 6) 48 =f) 
s)* 

O<a<l, |A(x,s)|<C; функция f(x) суммируема. До- 
казать сходимость последовательных приближений, суще- 
CTBOBaHHe и единственность суммируемого решения при лю- 
бом значении A, ~ 

2. Некоторая коническая поверхность, ось которой па- 
раллельна OCH Xm, может без деформации перемещаться 
в M-MePHOM евклидовом пространстве координат х/, хо, ‚.. 
..., Xm Так, что направление оси конуса не меняется. Пусть 
Р — произвольная точка верхнего полупространства х„ > 0 
и Ор — область, ограниченная гиперплоскостью х„==0 
и упомянутой конической поверхностью, вершина которой 
совмещена с точкой Р. Доказать, что многомерное уравне- 
ние Вольтерра 

$(Р)—Х [ К, 9 (Фа =f), 
Dp 

ae 

у которого ядро К (Р, Q) и свободный член f(P) ограничены, 
имеет при любом A решение, ограниченное в любой фиксирован- 
ной конечной области полупространства хи > 0; это решение 
единственное и может быть получено по методу последо- 
вательных приближений. 

3. Дифференцированием по х можно в известных усло- 
виях свести уравнение Вольтерра первого рода 

кс», 9 @ds=f@) 

к уравнению Вольтерра второго рода. Сформулировать 
и доказать достаточные условия существования решения 
уравнения Вольтерра первого рода. 

1) Более трудные упражнения отмечены звездочкой.
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4. Свести к уравнению Вольтерра второго рода урав- 
нение 

f GES ев аз = 169 
(х — 

в предположениях, что Н(х, $) и f(x) непрерывно диффе- 

ренцируемы, /(4) =0, Н(а, а) +0 un 0O<a<l 
5. Пусть 

f [ike $) 2 dx ds = В?, f Акс ЭР dx ds = Ву, 

roe K,(%, S)—n-oe итерированное ядро по отношению 
к ядру K(x, $). Доказать, что если ВЬ = В*, то и при 
любом п будет В, = В". Найти общий вид ядра, для кото- 
рого справедливы эти равенства. 

6. Доказать,. что резольвента ядра К(х, $) удовлетво- 
ряет каждому из интегральных уравнений 

b 

T(x, $; \)= K(x, s) +4 f K(x, Are, $; \) dt, 

b 

I (x, 53) = K(x, ЭРА f K(t, ЭГ(х, ty) dt. 

7. Г(х, $; 4) — резольвента некоторого ядра K(x, $). До- 
казать, что резольвента уравнения 

b 

e(x)—p | Г(х, 5; №) ($) ds =f (x) 

равна Г(х, $ А-Ны). 
8. Доказать, что резольвента удовлетворяет интегро-диф- 

ференциальному pase 

or A OO) = = fre t; T(E, 8; №) dt.
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9. Пусть \, и )\› — неравные между собой характери- 
стические числа ядра K(x, $). Доказать, что собственные 
функции уравнений 

b 

g(x) — № f K(x, 8) 9(s) ds = 0; 
b 

b (x) —^ [ K(x.) 9(9) ds =0 

ортогональны: (ф, $) =0, 
10. Доказать полную непрерывность интегрального опе- 

ратора 

Тф = Г A(x, $) $ ($) ds 

J Их 5 
в котором |A(x, $) | < С = сопз+, «>0; b—a<l. 

11. K(x, $) — вольтврровское ядро, удовлетворяющее 
единственному условию | 

$ @ 

Г Гук, 9pasdx < оо. 

Доказать, что уравнение Вольтерра 

эко $) $ ($) ds =0 

имеет при любом \ только тривиальное квадратично сумми- 
руемое решение o(x) = 0. 

(Указание: сперва рассмотреть значения x, близкие к а.) 
12. Используя результаты предшествующей задачи и тео- 

рию Фредгольма, доказать, что ряд Неймана для уравнения 
'Вольтерра 

0—^ | K (x, 5) 9(s) ds =f (x) 

сходится (в среднем) при любом A, если только ядро K(x, $) 
и свободный член f(x) квадратично суммируемы. 

13. Множество М квадратично суммируемых функций на- 
зывается ограниченным, если нормы этих функций’ orpa-
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ничены в совокупности: ||$||<.С, если $(х)Е М. Множе- 
ство “М квадратично суммируемых функций называется 
компактным, если из любой его бесконечной части можно 

выделить последовательность, сходящуюся в среднем. До- 
казать, что вырожденный оператор переводит всякое огра- 
ниченное множество в компактное. 

14. Доказать, что вполне непрерывный оператор пере- 
водит всякое ограниченное множество в компактное. 

(Указание: использовать диагональный процесс.) 
15. А—произвольный ограниченный оператор. Доказать, 

что условие теоремы 4 Фредгольма необходимо для разреши- 
мости уравнения Ag = f (x). 

16. А — ограниченный оператор; уравнение Ag = f(x) 
разрешимо. Доказать, что уравнения Аф =], А“Аф = A*f 
эквивалентны. . 

17*. А — ограниченный оператор. Доказать, что радиус. 
сходимости ряда Неймана для уравнения ф — ХАф = Х(х), 
где /(х) — произвольная квадратично суммируемая функция, 
равен 

[us УТ} 
18*. Доказать, что ряд Неймана для уравнения Фред- 

гольма 
| 

p(x) —^ [ K(x, 8) 9(s)ds =f (x) 

сходится в среднем в круге 

on an) 

|< т; P= lim ff lke. oPaxast 

19. п-ым следом ядра K(x, $) называется интеграл 
b 

A, = [ K(x, x) ах. 

Доказать, что для симметричного ядра Фредгольма отно- 

не убывает и ограничено. у 2n+2 
шение —— 

А 
2%
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(Указание: воспользоваться формулой для итерированных 
ядер и неравенством Буняковского.) 

20*. Доказать, что предел 

lim ——% 
N> со 

‘ 9 

Ав 

существование которого вытекает из результата предше- 
ствующей задачи, если только ядро К(х,-5) симметрично, 
есть наименьшее характериетическое число второго итери- 
рованного ядра К» (х, 5).. 

21. К(х, $) — симметричное ядро. Доказать, что число п 
его характеристических чисел, которые удовлетворяют не- 
равенству [|< Л, ‘не превосходит величины’ B2A2, 

№ — характеристическое число симметричного ядра 
К м а р — количество отвечающих этому числу линейно 
независимых ‘собственных функций. Доказать, что р < | № |?B?. 

23. Ядро со слабой особенностью 

KP, о=- 0% 
@ 

симметрично; A, — его характеристические числа. Для каких 
показателей № сходится ряд 

У 
пы ". 

24. Найти необходимые и достаточные условия, которые 
следует ‘наложить на свободный член f(x), чтобы симмет- 
ричное уравнение первого рода — 

[ К (x, $) $ ($) ds = f (x) 

было разрешимо. Найти общее решение этого уравнения. 
(Указание: воспользоваться теоремой Гильберта — Шмидта.) 
25. Решить несимметричное уравнение первого рода 

| 

кс», 984 =/(%), 

предполагая его разрешимым. (Указание; см. упражнение. 16).
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26. )„— характеристические числа симметричного ядра 

K(x, 8), Ав— его следы (см. упражнение 19). Доказать, что 

27. Из результата предшествующей задачи вывести фор- 
мулы 

1 Ат 2m 

ih lim И == = lim V Asm . 
2m ™m-> со 

28. Из точных формул упражнения 27 вытекают при- 
ближенные формулы 

А 1 
Л и 2т , у ~~ 

| Arm +2 ы "Ия 
2m 

для первого характеристического числа симметричного ядра. 
Доказать, что первая из этих формул дает приближенное 
значение |A,| с избытком, вторая — с недостатком. 

29. Найти билинейные ряды для симметричных ядер 
xtsu i(x—s). Пределы интегрирования а =0, в =1. 

30. Ядро K(x, $) называется кососимметричным, если 

K(x, $) = — К*(х, 5). 

Предполагая ядро кососимметричным, доказать, что: 1) его 

характеристические числа чисто мнимые; 2) если ) веще- 
ственно, то решение уравнения 

b 

Ф(х) —^ [Ke $) p(s) ds = f (x) 

удовлетворяет неравенству ||o|| < |/|. 
31. Доказать, что теоремы о вещественности характери- 

стических чисел и об ортогональности собственных функций 
справедливы для любого симметричного. оператора. Опера- 
тор А называется симметричным, если для любых функций 
из области его определения имеет место тождество (Ag, $) = 

= ($, Af).
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32. Доказательство существования характеристического 

числа, данное в § 20, распространить на симметричные 
вполне непрерывные операторы. | 

33. А — ограниченный симметричный оператор; функ- 
| А 

‘ция Qo(%) реализует максимум отношения 4 a .  Дока- 

зать, что $. (х) — собственная функция оператора А, соот- 
|| Po Il BoTCTBYIOUaA характеристическому числу (Aso, 4) 

. 0» Фо 

34*. Пусть Т — вполне непрерывный симметричный опе- 
ратор, и пусть 

y= sup | (7+, $) | 
ell? 

Пусть, далее, $,(x), п=1, 2, 3, ... — последовательность 
нормированных функций, таких, что lim|(Td,, ф,)| =. 
Доказать, что последовательность Ф„(х) компактна, и что 
предел любой ее сходящейся частичной последовательности 

есть собственная функция оператора Т; соответствующее ха- 
рактеристическое число равно. либо №, либо — ци. 

35. Для симметричного вполне непрерывного оператора Т 
доказать тгорему, аналогичную теореме Гильберта — Шмидта: 
если {A,} и {(%„(х)} — система характеристических чисел 
и собственных функций оператора Т и A(x) — произвольная 
квадратично суммируемая функция, то справедливо разло- 
жение 

т} h, on 

у An Pn (%), 
n=l 

причем ряд сходится в среднем. | 
36. Т — симметричный вполне, непрерывный оператор, dy — 

его характеристические числа. Доказать теорему: для того, 
чтобы оператор Т был оператором Фредгольма с квадра- 
тично суммируемым в основном квадрате ядром, необхо- 
димо и достаточно, чтобы сходился ряд - о. 

fore) pee Ne и foe у 

1 
A 2 

п=1 1% 

37. А — произвольный ограниченный оператор. Доказать, 
что операторы АА“ и А“А симметричны.
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38. Т— вполне непрерывный оператор. Доказать, что 
уравнения $ —=^Т"Тф и ф=—=^ТТГ*ф имеют одни и те же 
характеристические числа. 

(Указание: рассмотреть систему уравнений 

«= УХ Т*$; $=УХ To.) 
. / 

39*. Доказать, что всякий оператор, вполне непрерывный 
в классе квадратично суммируемых функций, имеет вид 

Те = У, чт фк (х), 
_ К 

где (9, (х)} и {$к(х)} — две произвольные ортонормирован- 
ные последовательности, Ay, —последовательность чисел (их 
можно считать положительными), удовлетворяющих условию 

hy — 00. 
k > © 

40. Исходя из результата предшествующей задачи, найти 
необходимые и достаточные условия, которые следует на- 
ложить на свободный член уравнения первого рода 

To =f (x), 

в котором оператор Т вполне непрерывен, чтобы это урав- 
нение было разрешимо. Найти общее решение этого уравнения. 

41. Задачу Коши об интегрировании линейного обыкно- 
венного дифференциального уравнения 

y™ р. (x) yO) + o,f pai (Ф У + n(x) y SS (X) 
при начальных условиях 

У(@= У, У’(а =, ..., YOY (а) = yO 

свести к уравнению Вольтерра второго рода относительно 
неизвестной y™ (x). 

42. Решить обобщенное двумерное уравнение’ Абеля 

ф (x, у) dx dy _ 

Лито
 Fle

 f (x, у). 

Здесь OK a<1; O<B<1. Символ оу имеет TO же зна- 
чение, что ив § 6. . 
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43. p(x), а(х), r(x) — периодические функции с периодом, 
равным единице, строго положительные и непрерывные, 
a p(x) еще и непрерывно дифференцируемая, на сегменте [0,1]. 
Доказать существование собственных чисел и собственных 
функций краевой задачи, определяемой дифференциальным 
уравнением. 

ая (269 Fx) — 9 (4) BEM (x) a= 0 

и краевыми условиями и(0)=и(1), и’ (0) = и’ (1), озна- 
чающими периодичность решения. Сформулировать соответ. 
ствующую теорему разложения. 

44. Функция Ф(х) непрерывна на сегменте [0,1] и удов- 
летворяет условиям: $ (0) = 0; $(х) > 0 при х> 0; 

1 

ах 

|] $ (x) < ©. 

Доказать, что функция Грина краевой задачи 

(ри) ш-=0, ии) =0 
ограничена;° установить существование бесконечного мно- 
жества собственных чисел и ‘собственных функций этой за- 
дачи и сформулировать теорему разложения. ‘ 

45. Функция Ф(х) непрерывна на сегменте [0,1] и удов- 
летворяет условиям | 

$(0) =0, $(х)>0 при х>0, 
1 

] > >, Дея ке 

Поставим краевую задачу: 18 ($ (х) aa) +hu==0, и(1) =0; 

граничное условие в точке х —=0 не ставится и заменяется 
требованием, чтобы искомая функция была квадратично сум- 
мируема в промежутке (0, 1). Доказать, что функция Грина 
таким образом поставленной краевой задачи квадратич® 
суммируема в квадрате O< x<1; 0<$<1; сформули-
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ровать и доказать вытекающие отсюда следствия о собствен- 
ных числах и собственных функциях этой краевой задачи. 

46. Найти собственные числа и собственные функции 
ядра 

$$ O<s<ex<l, 
Kx, =| x, О <х<$<!. 

(Указание: доказать, что собственные функции ядра К (x, s) 
удовлетворяют некоторому дифференциальному уравнению 
второго порядка и некоторым краевым условиям.) 

47. Найти билинейное разложение функции Грина сле- 
дующей краевой задачи: .у’--Лу==0; у(0) = у(1) =0. 

48. Найти билинейное разложение функции Грина для 
уравнения Лапласа в прямоугольнике; на границе прямоуголь- 
ника функция обращается в нуль. 

49. Найти билинейное разложение функции Грина для 
уравнения Лапласа в круге; на окружности круга функция 
обращается в нуль. 

00. Найти билинейное разложение функции Грина для 
уравнения Лапласа в круге при условии, что на окружности 
хруга нормальная производная функции Грина обращается 
в нуль. 

(Указание к упражнениям 48—50: для нахождения соб- 
ственных функций воспользоваться разделением переменных.) 

¢ 
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